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ÉLÉMENS - 

DE GÉOMÉTRIE 



AVIS. 



Ce yolumeJuU partie du Cours élémentaire de Ma-* 
thématiques putes , de M. Lacroix; Cours qui comprend 
/'Arithmétique, /'Algèbre, la Géoiuétrie, la Trigono- 
métrie rectiligne et sphérique , ainsi que /'Application 
de l'Algèbre à la Géométrie. On trouvera dans les 
Essais sur l'Enseignement, du même Auteur ^ t Analyse 
de chacune de ces parties , auxquelles font suite, le 
Complément des Elémens dç Géométrie [pu Elémens 
de Géométrie (^escnp{iye3i le Cpmp}épient des Elémens 
d'Algèbre , le Traité élémentaire de Calcul différentiel 
et de Calcul intégral , et le Traité élémentaire du Calcul 
de^ Proi)a^t^s« '^ 

Il est à propos de prévenFr le Public que les volumes 
de ce Cours réimprimés en Belgique , n'ayant pu être 
revus par l'Auteur, sont nécessairement incorrects, et 
ne contiennent pas les. derniers changemens et addi- 
tions qu'il a faits à ses ouvrages. 



IMPRIMERIE DE HUZARD-COURCIER , 
rD« dn Jardinet I n^ la. 
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AVIS DU LIBRAIRE. 



Locuteur de ces Elémens ayant réuni dans ses Essais 
îitir rEriseîgnement en g^éral, et sur celui des Mathé-» 
mati^^ues en particulier ^^ tout ce qu il avait écrit sur la 
métaphysique de ces Sciences , a fait entrer dans ceder^* 
nier Ouvrage, e^ ayec des augmentations y les Discours 
qu^on trouvàii'd la tête du premier^ sous le titte de 
Réflexions sur l'ordre à suivre dans les Elémens de 
Géométrie ^ sui^ la manière de les écrire , et sur la mé-^ 
tfaode en Mathématiques^ Ces divers morceaux font 
maintenant partie £un corps complet de remarques 
sur toutes les branches de l'Enseignement des Mathé" 
m^tiques élémentaires. 

On peut joindre aux Elémens de Géométrie leur 
Complément^ ayant aussi pour titre/ Essais de Géo^ 
métrie sur les plans et les surfaces courbes ( ou Elé- 
mens de Géométrie descriptive ), 5* édition qui se 
trouve chez le même Libraire* 



Zouk» Cxemplairo dw pr^àen^ Zraii& , (jui no 
toorteraù^ paâfy commo ci-^dedéou^ileA éionatureA 
dej tc/^uteuv ei^ du jCiâralicj , âercu conirefcdf^, 
jCe<ù medureA néceééaireâ> deronu jyriéeA pouv 
aiieindra^ conformément àj Uu jOoi , le A faSA'* 
eateurA ei^ leâ^ déSitanA de ce A Cxempêaireà, 




i^fi^i 



*«i 



TABLE. 

SurpubizsT Ml TraUé d'Arithmétique, pag. uxij 

Articles concernant le toû^ y xxzix 

Notions générales sur l'étendue, i 

I. L'espace que les corps occupent a tiois dimensions , longueur ^ 

largeur et prof ondeur f oxl épaisseur , 
Les limites des corps sont des surfaces, et n*ont qne deui dimen* 

siens, longueur et largeur ^ 
Les limites des snr&ces, ou ienrs rencontres mutuelles , sont des 

lignes, et n'ont ^'one seule dimension , longueur, 
Les limites des lignes , ou leurs rencontres mutuelles , sont des 

points, qui n'ont aucune dimension, ibitî, 

s. La ligue droite est le plus court ohemin pour aller d'un point à 

un autre. 
Une ligne droite est déterminée par deux points, et ne peut se 

prolonger aurdelà que d'une seule manière , 
Le pUn est une surltace à laquelle on peut appliquer une ligne droite 

dans tous les sens ^ a 

PREMIÈRE PARTIE. 

SECTION PREMIÈRE. 

Dbs propriétés des lignes droites et circulaires, 3 

Définition* et rtotions préliminaires , 

3. On ne considère, dans les Élémens de Géométrie , que deux 
espaces de lignes, savoir la ligne droite, et la ligne circulaire 
dont tous les points, situés sur le même plan, sont également 
éloignés d'un autie point pris dans ce plan , et qu'on nomme le 
centre. 

Les droites qui mesurent la distance des points quelconques de la 
ciiconférence à son centre, sont les ^rayons du cercle , 

Une partie quelconque de sa circonférence se nomme arc, 

On entend par cercle la portion du plan terminée de toutes paris 
par la li^ie circulaire , 

Pour trouver tous les points qui sont à une distance donnée d'un 
pomt donné, il faut décrire de ce dernier, comme centre, et 
avec un rayon égal 4 la distance donnée , une drconfcrencc de 
cercle, ibidJ 

^' Mesurer la distance de deux points ou la longueur d'une droite , 
c'est chercher combien de fois cette droite en contteui une antre ' 
prise pour uuite , 
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Eu gënéraly mesurer nae ligne par une antre, c'est chercher- ie 
rapport de ces deipt lignes , on chercher s'il n'j a pas une ligne 
pins petite qui soit contenue un nomhre exact de fois dans 
l'une et dans l'autre , et tpà pas conséquent soh ia commune 
mçsure. des deux , .4 

5. Prd^ème, Deux droites étant données , trouver leur commune 
mesure , on au moins^ le rapport approché del'mie & l'antre , ibid» 

6. Une droite n'en peut rencontrer une autre qu'en on seul point, 5 

7. I^'espace indéfini compris entre deux droites qui se coupent en nn 
point, et qu'on peut concevoir prolongées autant qa'oaleYOtidrai 
se nomme angle ^ 

ht point oii se rencontrent les ligne» on les câtéâ qui formeni 
l'angle , se nomme sommet , Ufid.^ 

8. Deux angles sont égaux lorsqn'étaAt posés l'un swf l'antre , ib se 
recouvrent parfaitement , -^ 

H n'est pas nécessaire, pour que l'égalité aitlieo, que les c6tésd'ua 
angle aient la même longueur que ceux de l'autre ; il suffit seu- 
lement qu'ils se recouvrent dans la partie qui leur est com> 
mnne , . -, ,6 

g^ La position respective de deux droites dépend de Fan^e qu'eÙet 

font entre elles, 
Une ligne est perpendiculaire sur une autre quand elle fait avec 

cette antre deux angles égaux , 
La perpendiculaire ne penche vers aucun côté de la droite qu'elle 

rencontre , 
Les angles qu'elles forment sont nommes angles droits , 
Tout angle moindre qu'un droit , se nomme angle aigu , 
Tout angle plus grand qu'un droit , se. nomme angle obtus. 
Tous les angles droits sont égaux, ihid* 

10. La somme de tous les angles qu'on pent faire du même côté 
d'une droite et autour d'un de ses points pris pour sommet, équi- 
vaut toujours à deux droits ^ en quelque 'nombre que soient ces 
angles , ^ 

IX. Lorsqu'une droite tombe sur une autre, elk fait avec cène 

antre deux aftgles qui , réunis , valent deux droits , 

Deux droites qui se coppent forment autour de leur point de ren* 

contre quatre angles ^pi sont opposfès par le sommet deux li 

deux , ibid. 

ia. Théorème. Lès angles opposés par le sommet sont égaux , 8 

]3. Corollaire, Deux perpendiculaires forment enDpe elks quatre 

angles droits , 

Lasomm<» de toù$ les angles qu'on peutfonncr autour d'un point 

ne vaut jamais que quatre droits , ihid, 

i4* On ne peut enfermer nn espace par un nombie de droites 

moindre que trois , cet espace se noimme triangle, ibid. 
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iS. Hertuirguês. La •omm« de deux c6t^ ^aelcoo^e* d^un triau^* 

sorpatM toujours te troisième , 
Si Ton ][^rend dans^rintérieiir d'un triangle nin point ^êlconque, et 

qu'on tire des droites de ce point i deux angles du triangle , la 

tomme de ces droites sera moindre que celle des deux cÀtes du 

trian^ qnî les enveloppent , 
Oa distingue six choses dans un triangle, saTotr , trois angles et troia 

fl j a entre ces six choses des r^ations nécessaires, 9 

i6. néorème. Lorsqae deux triangles ont un angle ^gat compris 
eaîre deux c^és égaux y chacun il chacun , ils sont égaux dans 
totlles lenrs parties , ibiiit^ 

fj. Corollaire. Un triangle est entièrement dëtenaîne par Tun de 
ses angles et les deux cdtés qui le comprennent , .10 

iSf Théorème. Lorsque <leux triangles ont, chacun à chacun, un cAt^ 
^gal Adjacent à deux angles ^nx , ces triangles sont égaux daoa 
tOQtes leurs parties. 1 1 

19. Utéor^me. Si deux db/Us d'un triangle sont respectivement ^gaux 
à deux côtés d'un autre triangle , et que Tangle compris encre les 
deux premiers soit moindre que l'angle compris entre les deux 
derniers , le côté oppose an plus petit de ces deux angles sera moin- 
dre que le côté opposé & l'autre ^ ibid. 

90. Corollaire. Deux triangles dont les trois côtés sont égaux, chacun 
à chacun , sont égaux dans toutes leurs parties , la 

91. Problème. Les trois côtés d'un triangle étant donnés séparément 
décrire le triangle, i3 

aa. Remarques. Pour qu'on puisse former un triangle avec trois 
lignes données, il faut que la somme de deux quelconques de ces 
droites soit plus grande que la troisième , ibîd» 

aS. Problème. Par un point donné , pris sur une tîgne donnée, faire 
un angle qui soit égal h un angle donné, i^ 

a4- Problème. Un triangle étant donné , en construire nn antre qui 
loi soit égal, en employant à la construction de ce dernier nn 
tngle du premier et les denx côtés qui le comprennent , ihid^ 

35. Problème. Un triangle étant donné, en construire un antre qui 
lui soit égal , en employant à la construction de ce dernier un côté 
dn premier et les denx angles adjacens , l5 

Des lignes perpendiculaires et des obliques , 1 5 

16. lltéorème. Les lignes qui partent d'nn point quelconque de la 
perpendiculaire, et qui s'écartent également de son pied, sont 
égales , et celles qui s'en écartent le ptus sont les pins longues, ibid, 

v). i"" Corollaire. Deux ohliqnes qui sont égalea tomhcfnt néces- 
iaiieffleni de différeiu côtéê oe la perpendiculaire , mais à égale 
distanee de ton pied, i€ 
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98. 9^ Coro/Zâîre. La perpendiculaire est la pins conrte de toniesUfl 
lignes que Ton peut mener d'un point à une ligne 4onnëe ^ lor»« 
qu'elle tombe sur le milieu de cette droite , elle a tous ses points 
à égale distance des deux extrémités , et tous les points pris hors 
de la perpendiculaire sont inégalement éloignés de ces extré- 
mités, D'un point à une droite, on ne saurait tirer ttois droites 
égales^ 16 

99. Problème. Mener sur une ligne donnée une perpendiculaire qui 
la partage en deux parties égales 9 17 

3o. Problème, Par un point donné sur one droite , élever une per-^ 
pendiculaîre à cette droite , ibid^ 

3i* Problème f Par un point donné pris hors d'une droite, abaisser 
une perpendiculaire sur cette droite ^ 18 

32- Théorème» D'un point pris hors d'une droite, en ne peu t abaisser - 
sur cette droite qu'une seû^e perpendiculaire, La même chose aliei:| 
pour tout pbint pifiç $u^ la hgné 4onnée , il^iâ^ 

33. i^*" Corollaires Deux droites perpendiculaires à une troisième ne 
se rencontrent point, quelque prolongées qu'on ]es siuppose, soiç 
au-deçsiis , soit au-<lessous de cette dernière, ig 

54t s>* Corollaire, Peux triangles qui ont chacun ^n fingle dçoit, 
sont égaux ,1^. lorsque leurs côtés respectivement opposés au]( 
angles droits , ainsi qu'un de leu^ autres angles , sont égaux ; 
a°. lorsque, ontre les côtés opposés fiux angles droits, ils onç 
encore i^n côté égal ^ ch^cqn à chacun , ibid, 

35. Remarques, Le second cas de l'égalité qu'on a prouvé cinlessus 
pour les triangles qui ont un IWg(e droit, ne convient pas gené-i 
ralement à tons les autres a ^.P 

36. Théorème^ Lorsque deux côtés dW triangle sont é§aux , les 
angles opposés k ces côtés sont égaux ^ et lorsqu'ils sont inégaux , 
le plus grand des deux est opposé au plus grand angle , ibidk 

JI7. CoroUifire.Si deux angles d'un ^iang|e sont égaux entre eux , 
les côtés opposés à ces angles sont aussi égaux entre eux. Le plus, 
grand des deux côtés est celui qui est opposé au plus grand angle. 
Enfin quand les trois côtés d'un triangle sont é^aux, les troi^ 
angles le sont aussi/ et réciproquement, 3i 

$8. Les triangles dont les côtés sont inégaux, se nomment scalènes ; 
ceux qui ont deux côtés égaux se nomment isocèles , et ceux dont 
le^ tToi^ côfés sont égaux , se nomment éqiUlatéraux ^ ai^ 

Théorie des pandlèles , sa 

.Sg. Deux droites qui , quoique situées dans un même plan ne se 

rencontrent pas, sont dites parallèles entre elles, 
Deux perpendiculaires à une même droite sont donc parallèles, ih» 
4o« Remarque, Une droite étant perpendiciilaii'e sur un^ autre, 



TABLE. ix 

tonte dioite qui ler^ obliqua à celle-ci étant prolongée luffisan»- 
ment, rencontrera nécessairement la première, al 

2Vote oh l'on prouye cette proposition y a3 

4i* Théorème. Lorsque deux droites sont parallèles, tontes celles 
qui sont perpendiculaires sur Tune le sont en même temps sur 
Tautre , a4 

^1. Corollaire. Deux droites parallèles à une troisième, sont paral- 
lèles entre elles , ibid^ 

43. Théorème. Lorsque deux droites parallèles entre elles soDt cou* 
pées par une troisième , les angles qu'elles font avec cette der^ 
nière, d'un même côté, Ton en dehors, l'autre en dedans , sont 
égaux entre eux, a5 

44- Théorème. Si deux droites font avec une troisième , et d'un 
même côté , par rapport à celle-ci , des angles égaux , l'un en 
dedans , l'autre en dehors , ces deux droites sont parallèles enue 
elles , ibid. 

45. Remarques. On appelle sécante tonte droite qui coupe des parai* 
lèles. Les angles situés da même côté de la sécante , et dont l'ou- 
verture est tournée du même côté , se nomment angles correspon- 
dons. Tous les angles dont l'ouTerture est entre les parallèles , se 
nomment angles internes; et on appelle angles externes ceux 
dont l'oQYertnre est en dehors. Les angles qui sont dans uno 
situation opposée , W^\ par rapport h la sécante que par rapport 
aux parallèles , se nomment angles alternes , 36 

46. néorèwie. Lorsque deux parallèles sont coupées par une sécante, 
I®, Les angles corrcspondans sont égaux 9 

3^. Les angles alvemes internes sont égaux , 
3^, Les angles alternes externes sont égaux , 
4^. Les angles internes d^Hn même côté forment deux angks 

droits , 
5^. Les angles externes d'un même côté forment deux angles droits , 
6^. Lorsque Wne quelconque de ces propriétés p. lieu , les droites 

sont nécessairement parallèles , ihid. 

47* Corollaire. Deux droites respectivement perpendiculaires à 

deux antres droites' qui se coupent, doivent nécessairement se 

rencontrer , 39 

48. Problème. Par un point donné , mener une droite parallèle à 

une droite donnée , ibid, 

49- Problème. Par un point donné pris hors d'une droite, en mener 

une antre qui fasse avec la première un angle égal à un angle 

donné , ibid. 

5o. Théorème. Les angles qui ont les côtés parallèles et l'ouverture 

placée dans le même sens , sont égaux , 3o 

{il. Théorème. Les trois angles d'un triangle réunis valent toufours 

dcnx angles droits , ibid. 
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tif. B. L'angle ei-f^rteur d'un triangle vaut & lài fteol îe!( Aexà. âiigles 
intërienrs oppose's , 3i 

5a. Corollaire. Qnanddeux angles d'un triangle sont respéciivement 
égaux à deux angles d'un antre triangle, le troisièitte angle de Pâti 
est p'gal au troisième angle de Fautre, 

Un triangle ne peut avoir qu^un seul angle droit , et à plus forte 
raison cpiVn seul angle obtus , ' ibiâ, 

53* On nomme triangle rectangle celui qui a un angle droit ^ 
acutangle, celui qui n'a que des angles aigus , et obtusangle celui 
qui a un angle obtus. Les deux dernières espèces août comprises 
sdiis la dénomination dé triangles ôBliquangles» Dans le triangle 
équilatëral, dont tous les angles sont égaux, chaque angle est les 
deux tiers d^un droit , ihid. 

54* Théorème» Les parties de parallèles lùterceptées entre parallèles 
sont égales , et réciproquement , ibid» 

55. Corollaire. Deux parallèles sont partout également éloignées 
l'une de l'autre , -Si 

56. nébrèthe. Si' deux droites quelcmiqnes sont coupées par un 
nombre quelconque de parallèles menées par des points pris h. 
^^ distances egaîes sur la preiiûère , les parties de la seconde se- 
ront aussi égales entre elles , ibid. 

57. Corollaire. Un nombre quelconque de parties' de la pretiiièrc 
droite est à un pareil nombre de parties de la seconde , comme 
la première droite entière est à la seconde entière, 33 

58. 2%éorème. Trois parallèles coupent toujours deux droites quel-^ 
conques en parties proportionnelles , ibid. 

Note sur les rapports incommensurables , 35 

59. i*** Corollaire.. Si on mène dans un triangle une droite parallèle 
à l'un des cAtés , les dbux autres cÀtés seront coupés' en parties 
proportionnelles par cette droite , ibi(^. 

Go. a« Corollaire. Réciproquement lorsqu'une droite coupe deux 
côtés d'un triangle en parties proportionnelles , elle est parallèle 
au troisième , 3Q 

61. 3* Corollaire. La droite qui dîyise en deux parties égales l'un des 
an^es d'un triangle quelconque , partage le c6té opposé en deux 
segmens proportionnels aux côtés adjacéns , ibid. 

6a. Problème. Trouver une quatrième proportionnelle à trois lignes 
données, 37. 

G3. Deux triangles sont semblifbles lorsque les angles de l'un sont 
égaux aux angles de Pautre, et que les côtés qui, datis l'an et 
dans l'autre , sont opposés ii des angles éigaux , et que , pour cette 
raison on nomme côtés homologues , sont proportionnels. L'une 
de ces conditions entraîne toujours Pautre , ibid. 

6 1. TTiéorème. Lorsque deux triangles ont leurs angles égaux, chacno 
à chacun, leurs côtés homologues «ont proportionnels, et ces 
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Uianglet ionc par cons«q[a«[it lemblablef , 38 

65. Corollaire, Deiut triangles sont seotiblaUes, i*. lortqn^ils ont 
seulement deux angles <fgaux chacun à chacun ^ a®, lorsqae leurs 
côtés sont respectivement parallèles ^ 3®. lon^e leurs côtés sont 
respectÎTement perpendiculaires , ihid. 

66. Tiiéorème. Deux triangles sontsetnblableslorsquMlsontnn angle 
égal, chacun à chacun , compris entre des côte» proportionnels-, 4o 

67. TTiéorème. ï)eux triangles qui ont les côtés proportionnels, cha- 
cun à chacun y sont semblables, 4' 

68. Problème, Construire sur une droite donnée on triangle sem- 
blable à un triangle donné , ibid» 

69. Théorème, Tant deiignef qu'on voudra , menées par un même 
|H>int, et rencontrées par deux parallèles, sont coupées par ces 
j>araUèles en parties proportionnelles, et les coupent aussi en par- 
ties proportionnelles , 4^ 

70. Problème. Diviser me droite donnée de la même manière qn'nnv 
entre est divisée, 4^ 

71. Remarque. Autre solution de la miâme question , 44 
73. i^r Corollaire. Division d'une droite en parties égales, 4^ 
73. â« Corollaire. Construction des échelles , ibid* 
74* Théorème. Si , de l'angle droit d'un triangle rectangle , on abaisse 

une perpendiculaire sur le côté opposé , qu^on nomme hypoténuse , 
I®. cette perpendiculaire partagera le triangle en deux antres qui 
lui seront semblables , et qui le seront par conséquent entre eux ; 
3^. elle divisera l'hypoténuse en deux parties ou êegmena^ teh, que 
chaque côté de l'angle droit sera moyen proportionnel entre le 
segment qui lui est adjacent et l'hypoténuse entière j 3°. la per- 
pendiculaire sera moyenne proportionnelle entre les deux seg- 
mens de l'hypoténuse , 4? 

75. Corollaire. La seconde puissance du nombre qui exprime lalon<* 
gneur de l'hypoténuse est égale à la somme des secondes puissances 
des nombres qui expriment les longueurs des deux autres côtés, 48 

76. Théorème. Les trois côtés d'un triangle quelconque étant rap- 
portés à une mesure commune , et exprimés par conséquent en 
nombres , si, de l'extrémité de l'un quelconque de ces côtés , on 
ababse une perpendiculaire sur l'un des deux autres, la seconde 
ptdssance du premier sera égale à la somme des secondes puis- 
sances des derniers , moins deux fois le produit du côté sur lequel 
tombe la perpendiculaire, par la distance de cette perpendiculaire 
à l'angle opposé an premier côté, si cet angle est aigii, et plus 
deux/ois le même produit , si cet angle est obtus , 49 

77. Corollaire. Un triangle est acutangle , rectangle ou obtusangle, 
selon que la seconde puissance du plus grand de ses côtés est 
moindre que la somme des secondes puissances des deux autres 
côtés, l'égale on la surpasse, ^i 
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Des polygones y 5i 

78. Les surfaces planes termindes par un assemblage quelconque de 

lignes droites , se nomment polygones , 
Le plus simple de tous est le triangle j les polygones de quatre côtes 

se nonmient en gênerai quadrilatères , de cinq pentagones , da 

sis. hexagones , de sept eptagones , de huit octogones ^ de 

neuf ennéagones , de dix décagones , de douze dodécagones ^ 

de quinze pentédécagones,, 
Les angles dont Fouverture est en dedans du polygone , sont des 

angles saillanà , ceux dont l'ouverture est en dehors se nomment 

angles rentrons , 
Les lignes tirdes des angles du polygone, qai ne sont pasadjacens an 

même c6té , «e nomment diagonales , ibid^ 

79. Le polygone de quatre côtes, dont les côtés opposes sopt paraN 

lèles , est un parallélogramme , 
I®. Chaque diagonale partage le paralldogramme eh deux triangles 

égaux , 
a^. Les côtés opposés d'an parallélogramme sont respectivement 

égaux, 
3^. Si les côtés opposés d'une figure de quatre côtés sont égaux, ou; 

bien si deux côtés opposés sont égaux et parallèles , cette figure 

est un parallélogramme , 5a 

80. Théorème, Les deux diagonales dMn parallélogramme se coupent 
mutuellement en deux' parties égales ,' 53 

81. Théorème. En joignant l'un des angles d'un polygone à tous 
les autres, on partage ce polygone en un nombre de triangles égal 
à celui de ses côtés, diminué de deux unités , ibid, 

8a. Corollaire. Jua somme de tous les angles intérieurs d'un polygone 
vaut autant de fois deux droits qu'il a de côtés moins deux , 5^ 

83. Théorème. Si l'on prolonge dans le même sens tous les côtés 
d'un polygone qui n'a point d'angles rentrans, la somme des 

- angles extérieurs est égale à quatre droits , quel que soit d'ailleur« 
le nombre des côtés du polygone , ibid. 

84* Remarque. Deux polygones sont égaux lorsqu'ils sont com« 
posés d'un même nombre de triangles égaux et semblablement 
disposés, 55 

|J5. Jhéorème* Lorsqu'on connaît tous les côtés d'un polygone , à 
l'exception d'un seul ,- et qu'on connaît aussi les angles compris 
entre les côtés donnés, le polygone est déterminé et peut être 
construit , ibid. 

86. Remarque, Pour déterminer un polygone d'un nombre iV" de 
côtés, il faut a iV— 3 choses données , parmi lesquelles les angles^ 
ne doivent compter que pour iV"— i données , ibid, 

87* On nomme polygones semblables ceux dont les angles sont 
ég3ia , e| dont les côtés homologues sont proportionnels , 56 
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S8. l%éorème. Deva. polygones compostas d'un même nombre de 
iriangles semblables, chacnnà chacun , et scmblablemcnt dispose» 
ont leurs angles égaux, chacun à chacun , leurs côtés homologue^ 
proportionnels , et sont par conséquent semblables , 56 

9g* Théorème. Lorsque deux polygones sont semblables , ils sont 
composés d'un même nombre de triangles semblables "chacun h 
chacun , et semblablement disposés, 5^ 

90. Problèwie* Construire sur une ligne donnée, on polygone scnr- 
blable à un polygone donné , 53 

91. Remarque. Autre manière de partager des polygones en trian- 
gle , ibid. 

Note sur l'art de lever des plans , 5q 

9a. TTiéorème. Si l'on tire dans deux polygones semblables , deux 
droites qui soient semblablement placées dans l'un et dans 
l'antre, elles seront proportionnelles aux c6tés homologues des 
polygones, aid. 

g3. Théorème, Les contours de deux polygones semblables sont 
entre eux comme les côtés homologues de ces polygones, 60 

De la ligne droite et du cercle , Gi 

gf. Une droite et un cercle ne peuvent se couper en plus de deux 
points , 

Toute droite qui coupe la circonférence du cercle et qui est pro- 
longée au dehor^ , se nomme sécante y 

La partie de cette droite comprise dans le cercle, se nomme corde , iB. 

95. La corde qui passe par les extrémités d'un arc, ou qui lesoutend, 
est dite sa corde , 

La même corde appartient & deux arcs, qui , réunis , forment la 
circonférence entière , ibid, 

g6. Lorsqu'une corde passe par le centre du cercle , on lui donne le 
nom de diamètre , 

Tous les diamètres d'un cercle sont égaux entre eux , 

Le diamètre est la plus grande des droites qu'on peut tirer dans la 
circonférence du cercle, ibid. 

97. Le diamètre partage la circonférence en deux parties égalés, 

Deux cercles décrits d^un même rayon son^ égaux , ibid, 

9$. Théorème. Si Ton porte un arc quelconque de cercle sur nn antre 
arc du même cercle ou d^an cercle décrit du même rayon que le 
premier, de manière que deux points quelconques d6 Fun des 
arcs tombent sur Tautre, et que les convexités soient tournées du 
même côté, le plus petit de ces arcs se confondra dans toute son 
étendue avec le plus grand, 69 

^l)fots sur cette propriété du cercle, qui lui est commune avec la 
ligue droite , etqni prouve la similitude de toutes kb {lerties ou 
^uniformité de sa courbure, ibi(^ 
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99. Corollaire. Dans on même cercle ou dans deu oerdes décries 
da même rayon , les arcs donc les cordes sont ëgaks , sont égaux 
lor8<{u'ils sont de même espèce , c'est-à-dire tous moindres que la 
demi-circonference , ou tous plus grands^ et rëciproquemeui 

, quand les arcs sont égaux , les cordes sont égales, 6a 

100. Théorème. Dans un mémevcercle ou dans des cercles égaux, le 
plos grand arc a la plas grande corde, et réciproquement , pourvu 
toutefois que les arcs que Ton compare soient moindres que ^ 
demi-circonference , ' * * 63 

loi. Problème. Deux arcs du même cercle on de cercles égaux étant 
donnés , trouver le rapport de leurs longueurs , ibid, 

103. Remarque. La droite qui n'a qu'an point de commun avec \% 
cercle , ou qui ne fait que le toucher , se n(Hnme tangente , 64 

io3. Théorème. La perpendiculaire menée par un point de la cir- 
conférence du cercle, sur le rayon qui passe par ce ppint ,' est 
tabgente au cercle ; et réciproquement la tangente , à un point 
quelconque de la circonférence , est perpendiculaire à l'extrémité 
, du rayon mené par ce point ^ 65 

10^. Corollaire. On mène une tangente à un point donné de lacir* 
conférence du cercle , en élevant une perpendiculaire à l'extrémité 
dn rayon qui passe par ce point , ihid. 

io5. Théorème. Toute droite élevée perpendiculairement sur le 
milieu d'une corde, passe par le centre dn cercle et par le milieu 
de l'arc sou tendu par cette corde , 66 

106. i"* Corollaire, Le milieu d'une corde , le centre du cercle et 
le milieu de l'arc soutendu par la corde , étant en ligne droite , 
dèsqu''une droite passe par deux de ceÀ points , elle passe néces- 
sairement par le troisième , 

Toute pierpendicnlaire abaissée du centre ou du milieu de l'arc, sur 
la corde , tombera sur le milieu de cette droite , ibid, 

107. a' Corollaire. Vont diviser un arc en deux parties égales, il 
suffit d^élever une perpendiculaire sur le milieu de la corde qui 
sou tend cet arc , ibid. 

108. Théorème. Les arcs interceptés dans un même cercle entVe deux 
cordes parallèles , ou entre une tangente et une corde parallèles , 
sont égaux , 67 

109. T^éorémtf. Si des sommets de deux angles , on décrit deux arcs 
de cercle du même rayon , le rapport des arcs compris entre les 
côtés de cbaque angle, sera le même que celui de ces angles , ibid. 

110. i"" Corollaire. Le rapport des arcs étant le même que celui des 
angles, il s'ensuit que la mesure d'un angle est l'arc de cercle com« 
pris entre ses côtés, et décrit de son sommet comme centre , 69 

1 1 1 . a« Corollaire. Les droites qui divisent un arc en plusieurs parties 
égales, divisent aussi dans un même nombre de parties égales 
l 'angle que mesure cet arc , ^o 



^ 



TABLE. XT 

11). JTtèorème. Lortqo^on aogI« a «on sommée place à la circon- 
férence dVn cercle » il a pour mesure la moitië de Tare compris 
entre ses côtes , ^i 

Il 3. 1 «'' Corollaire. I^'angje formé par une corde et par le prolon- 
gement d^ane antre corde , a pour mesure la moitié de la somme 
des arcs soutendns par ces cordes , en dehors de Pangle ^'elJef 
forment y ya 

Il 4' 3« Corollaire, i^. Tous les angles qui ont leur sommet placé à 
la circonférence , et s^appuient sur le même arc , sont égaux, 

a°.lj'anglç4ont le sommet est sur la circonférence , et dont les côtés 
passent par les extrémités d^un diamètre , est droit , ^3 

II 5. Théorème. L'angle dont le sommet est placé dans le cercle, 

entre le centre et la circonférence, a pour mesure la moitié dé 

, Tare compris entre ses côtés, plus la moitié de Tare compris entra 

leurs prolongemens , ibid» 

11^. Théorème, L'angle dont le sommet est placé hors dn cercle, a 
pour mesure la moitié de la différence des arcs compris entre 
ses côtés , et dont Vun tourne sa concarité vers le sommet, et 
l'autre sa convexité , ^^ 

117. Problème, Élever nne perpendiculaire à Tcxtrémité d'une ligne 
droitf sans la prolonger, ihid» 

118. Problème. P'^un point donné hors d'un cercle, mener nnç tan- 
gente à cç cercle , ibid» 

X19. Problème, Par trois points, qui ne sont pas en ligne droite, 
faiçç passer une circonférence de cercle , ^5 

130. !«'' Corollaire. Par trois points donnés on ne peut faiie 
passer qu'une seule circonférence de cercle , 

La (]pies|ion devient insoluble quand les trois points sont en ligna 
droite , ibid. 

131. a« Cçrollaire. Dei^ cercles ne peuvent avoir trois points com- 
muns sans se confondre, et ne sauraient par conséquent se ren- 
contrer eo plus de deux- points , 76 

133- Théorème. Deux cercles qui passent par un même point de la 
droite qui joint leurs centres, n'ont que ce point de commun, 
dans lequel ils se touchent par conséquent ^ et réciproquement si 
deux cercles se touchent, leurs centres et le point de coutact sont 
en ligne droite , ibi4. 

133. Remarques. Conditions qui doivent avoir lieu pour que deux 
^frereles se coupent , 

La perpendiculaire élevée par le point de contact de deux cercles, 
sur la ligne qui joint leurs centres , touche en même temps ces 
4enx cercles , 

Entre nn cercle et sa tangente , on ne peut mener aucune droite, 
mais on pcii^t y faire passer une infinité de cercles dilTérensi 77 

JVote sur l'angle de contingence , 78 
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\7^ Problème. Décrire un cercle qui toncbc en un point donni^dné 

droite donnée de position , et qui pofse par un second point 

donne , j8 

ta5. Problème, D^rire un cercle qui toûclie en un point donné uil 

autre cercle donné, et qui passe par un second point donné, 79 

126. Problème. Décrire sur une ligne donnée un cercle tel , que tous 

les angles, ayant leur sommet à sa circonférence , et s^appuyant 

sur cette droite , soient égaux à un angle donné j ou décrire un 

^egment de cercle capable d'unr angle donné, ibid. 

t'i']. Théorème. Deux sécantes qui partent d^un même point pris 

hora du cerclp , étant prolongées jusqu^à la partie de la circonfé-, 

i^ence la plus éloignée de ce point , sont réciproquement propop' 

tionnelles à leurs parties extérieures , 80 

ti8. Remarque. La tangente est'moyeune proportionnelle entre la 

sécante et sa partie extérieure , 
Démonstration de cette proposition à priori , ibid. 

139. TTiéorèmCé Deux cordes qui se rencontrent dans nn cercle, se 
coupent en parties réciproquement proportionnelles , 81 

2V. B. Enoncé commnn au théorème ci-dessus et & celui dnn« 137 : 
Lorsque deux droites qui se coupent , rencontrent en même temps 
une circonférence de cercle , chacune eii deux points , les diS' 
tances de leur point de rencontre à chacun de ceux 011 ellesr 
coupent la circonférence du cercle, sont réciproquement propor- 
tionnelles, 8a/ 
)3o. Co ro //aire. La peipendiculaire élevée sur un diamètre, et ter- 
minée à la circonférence , est moyenne proportionnelle entre les 
deux segmensda diamètre, ibid. 
Comment on trouve une moyenne proportionnelle entre deux 
lignes données , . ihid, 
i3t. Remarque. Démonstration de la proposition précédente, tirée 

du triangle rectangle , 
La corde menée par l'extrémité du diamètre , est moyenne propop* 
tionnelle entre le diamètre et le segment formé par la perpen-- 
dîculaire abaissée de Pautre extrémité de cette corde , 
Antre manière de trouver une moyenne proportionnelle entre deux 
lignes données , ibid. 

t32. Problème. Partager une ligne en moyenne et extrême raison , 
c'est-à-dire , de manière que la plos graflde des deux parties soit 
moyenne propoitionnelle entrela ligne entière et l'antre partie , 83 
i33. Problème. Décrire un cercle qui passe par deux points donnés, 

et qui touche ui^e ligne droite indéfinie donnée de position , 84 . 
Note sur les diverses solutions dont ce problème et le précédent 

sont susceptibles , ibid»-^ 

i34' Tliéorëme. Dans nn demi-cercle, les. secondes puissances des 
longueurs des cordes qui partent de la même extrémité d'nn dia- 
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mètre ,' sont proportionnelles aox segmens compris sur ee diaiactre , 
entre rextrëmicé commune à tontes les cordes et le pied de la 
perpèndicnlaire abaissée de l'antre extrémité, 85 

Des polygones inscrits et circonscrits au cercle ^ .85 

* i55. Remarque^ On peut faire passer nn cercle par les sommets des 
angles d'un triangle qnelconqae. Dans ce cas, le triangle est ûk»' 
erit an cercle, et le cercle est circonscrit an triangle. 

Antre démonstration des propositiona des nnméros 36 , 3j et St , ib. 

i36. Problème. Inscrire nn oerde dans un briangle donné , c'esi-à- 
dire, décrire dans rintérienr de ce triangle un cercle qui ne 
fasse qu'en toucher les trois côtés , ' 85 

137. Remarque* On ne saurait généralement inscriredans nn cercle 

' tons les polygones de quatre on d'un plus grand nombre de 

câtés, - 87 

Note suc le caractère des quadrilatères inscrits au cercle , ihid. 

i38. Théorème. ToUt pol^one d'un non^re quelconque de cAtés, 
lorsqu'il est régulier j c'e^t-^^ire lorsqu'il a tons ses angles 
égank et tons ses côtés égaux*, pent être inscrit et ctrconsorit au 
cercle , I ibid, 

139. Les ftngles formés par les rayons menés du centre du polygone 
à chacun de ses angles, se nomment angles au centre ^ et leuiib 
somme étant équivalente à quatre droits , chacun d'eux est égal 
à cette somme , divisée par le nombre des angles on des côtés da 
polygone proposé, 8<) 

140. Théorème, Les polygones réguliers d'un même nombre de 
côtés sonteemblables^ et leurs contours sont entre eux comme les 
rayons des cercles auxquels ils sont inscriu on circonserits , ihid. 

14 1 . Problème, Un polygone d'un nombre quelconque de côtés étant 
inscrit au cercle , inserire dans le même cercle un second polygone 
d'un-nomlia^de e/Stéi double de celui des côiéadn premier^ et trou-» 
Ter la valeur de l'un des côtés du second , -90 

143. Le quadrilat^ dont les angles et les côtéa sont égaux, se 
nomme qMiarré, chacun de ses angle* est droit, gi 

143* Remarques, hequané est un parallélogramme^ le parallélo- 
gramme dont les' côtés, sont égaux et les angles inégaux, se 
nomme rhombe ou lozange , celui dont les quatre angles sont 
droits et les côtés inégaux ,- se nomme rectangle; tout rectangle 
peut s'inscrire dans un cercle , » ibid, 

i44' Problème* Construire un qnarré sur une ligne donnée, g% 

145. Problème. Inscrire dans un cercle les polygones de 4^ B , 16, 
33,64, etc. côtés, ibid, 

JPfote snr la manière d'obtenir ^3 géométriquement, g3 

{yoye% aussi l'addition, pageaiS*) 

146. Problème, Inscrire dans un cercle les polygones de 3 » 6 , 1 > > ^4 1 
48, etc. côtés,. ibid, 

. Géométrie, xZ^ édition. b 
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i47> Pf^Mèmê. Imerîrt àta» un cercle \e§ pol^rgoacs d« 5, lo, ao, 
4oy etti* cAtn » q4 

148. Remarque, La diffi^wBee eatr» les arcs souiendna pavle» eÀtes 
de rhetagone et du décagone, donne la quinzième partie de la 
eirconfiéranee , la corde de cet arc est le côté du pentédéca- 
gone, et par la bissection^ on obtiendra les polygones de So, 
60, etc. côtés , g5 

ifotë sur la division du cercle eo il* + > parties, ^ 

149* Problème* Un polygone réguler d'un nombre quelconque de 

• côtés étant inscrit dans un cercle , circonscrive au même cercle un 
^lygone i^égulier du même nombre de côtés ; et réciproquement 

' le polygone circouscrit étant donné , construire le polygone in- 
scrit , ihid. 

)5o. Cbroitaire. Ekpression du côté du poljrgone régulier circonscHt 
par le moyen de celui du polygone inscrit correspondant , 98 

i5). Remarques, La différence entre le contour du polygone inscrit 
et celui du polygone circonscrit correspondant , diminue & mesuro 
qu^on augmente le nombre de lenn côtés, et on peut toujours trou- 
ver deuk polygones, l*nn inscrit, Pautre circonscrit, tels, que 

' la difiërence de leurs contours soit moindre qu>ane grandeur don- 
née , quelque petite qne soit cette grandeur , U>iiL 

iSi. Corollaire, La circonfiérence du cerde est moindre que i« 

* contour du polygone circonecrit^ et plus grande que celui du 
polygone inscrit; on peut toujours trouver un polygone, sott 
tnserit, soit circonscrit, tel , que k difiference entre son contour 
et la circonférence du cercle soit moindre qu'une grandeur donnée , 
quelque petite que soit cette grandeur » 100 

l53. liièorèine. Si deux grandeurs invariable, Awi. B, sont telles, 
qn^on puisse prouver que leur diffi[$rence^*-jS est moindre qu'une 
troisi^e grandeur ^, quelque petite que puisse être cette der- 
nière , ces deux grandeurs sont égales entre elles , ibid, 

t54* Théorème, Les circonfifrences des cercles sont entre elles 
comme leurs rayons ou leurs diamètres, 10 1 

iVAf«. Autre démonstration du même théorème , loa 

i55. Corollaire^ Moyen de calculer la longueur d'une cirroufétence 
dont on eonftiitt le rayon, io3 

i56. Problème. Trouver le rapport approché de la circonférence au 
diamètre , ibid, 

JVùte, Rapport de la circonférence au diamètre, consigné dans un 
ouvrage persan , 106 

15^. Remarques, Solution abrégiâe du problème précèdent, 107 

SECTION IL 
De Vaire 4^ polygones et de celle du cercle, iqq 

i58. La portion d'étendue renfermée entre les lignes qui terminent 

une ligiive , se «oimne la surface oit l'acre de cette figure , ibid. 

Mfote sur Temploi des mots surface et n/n^, fbid. 
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iSg. Deux figurât àfi fomo» 4if«r«itff , «mî» 4 Vnt «iMàM ifgal^ , 
on re^«rnMi9t de» awef 4%»Jm , êfmt 4ilM étfuittehntfê » 109 

t(k). Dms les tm«glcsct dftjpf Ui payvii^biigrawmeit op pnv^ arl^ 
traiMmem ppiur ^«i» m» 4^ pM», H o» apf«lU iU vtMMr !• per- 
pendiculaire abaissée de Pangie opposé à c^ cM lUns U crittigle g 
ou d^«A poiitt 9«u^oqq«« /Jd «ftié Q|||I9a( àam k yêatMo** 

lOi. Théorème. Denz parallélogiy^MM» ^ nMl Us» d 4e mime 

hanlear» 9011I i^^t^I^qs » * 1 1 o 

lâft. T^eor^Dt^. Un triante gnclooiMiuie est la moiâU é'iiA |nnAé- 

logramme ,de màne base ec de même hautear , lit 

t6B. Coroilair». Iknxxriaaskss i^i qui ménsc hase et même haoïeiir 

sont dq^J9hn§ « i^ûf . 

i64- Problème. Tranafooner nn pofy^doe en an antre q« ait nu 

c6té de noias , et qui soit éqmralent , î&û^. 

WS6. Corollaire, Ou peut cfaaB|per aiapi mi polygone queicoiipie en 

un triangle équiralent , • ita 

166. Théorème. ^*xaL prectang|«i 4^ mima Imse sont «ntre eux 
coDume leiuns havieoES , uEriV. 

167. JiMofii^te. Deux lectaAgJes qodconqnes «ont entre eax oomrn* 
les prodaits de leurs bases par leurs hauteurs , j 1 4 

NiUes SBC la considération des produits des aices » j iS 

16$. M»n»rifug' Sur la mesare des aires en général » et snr Je sens 

4e Texpression, Vaire â?wi rectangle $st égah^u produit de sa 

èm$é pqr sa hautfiHf , ikid* 

169. i^r Cotollairfi, L^aine d'un qnaivé se m^sase par Ja sfoondei 
pnnsapcedeAonc^év 117 

170. a* Corollaire* L'aire d'un parattélogrammase j^om parlo 
prçdmt.de ^ l^ase.par sa hantenr 9 

Deux fSHraUélofprammes quelconques sont dans le rapport des pro- 
duits de leurs bases par leurs haniettrSy ibid. 
i^u^ jCorollaire» L^aire dW triangle est mesurée parla moitié d« 

produit de sa haae par sa hauteur , ihid» 

liSs tijiangles quelconques sont eoxte eux comme les prodnks.de 

leurs Jwies par leurs hameurt» ibid, 

«73. Ptoblème, Transformer «n pamttélo|9«ttmib ou un triangle en 

nnipiarré, >i3 

173. Corollaire. Transformer Jinpoijgonaqndkonqne/m nnquarré 

équivalent , ibid, 

i74> jRemaryjft». On «vaftue l'aire d'un pofygone foakonq^e en.pm- 

liant la somme de .oaUes des irtangles qui le composent , ibid. 
175. néof^me. Xi'aired'un quadsilatère dans lequel deux o6tés so^t 

parallèles, et qu'on nqmme trapèae^ se mesure par le produit de 

4a dfmiii«mme des deox c^léapamUèks, nultiptijée par Ja bautet:^ 

.prise entre ces cAtés, ^'9 

L'aire dn êx^gfkf^ ae meaure aussi par le produii 4e sa Jb^nte^r , par 

mic ligue menée k ^e distaaoe des 4«ax baies parallèles > ^d. 



î'fi* TItArème, Les atret àè9 poiygotaos «emlplaâîlé's font thtrë rUe^ 
commfr les quarifés des cèt^s homologues de ces polygones , 1 19 

17^. T%éqKèmej Lés aires de deux triatfgFes qtii ont un anglâ 
conu&an, sont dans«k rapport des produits. deh côUs' ^i cou»-. 
prenoéBt cet angle; i;ii 

3^8. Th^orètt^o Le jqv^s^ construit sni l'hjpoténuse d^nn triangle 
rectjgigle, est équivalent à la somme deà quarres constmits sur le» 
deux autres côW de ce triangle, ' " ibid: 

179* i^'' Coroilaire. Les quarre's construits sur les c6t^ de Tangle 
droi^ d'un tciangle rectangle et sur Thypoténuse, soni entre eux 
comme les segmeas adjacens et rbypoténusc entière, 19^ 

180. a« Corollaire^ Tout polygone^constmit sur Thypoténtise d'un 
triangle rectangle , est équivalent h la somme des- polygones sem- 
blables construits survies deux antres c^tés , • ra3 

181. Problème. Construire un polygone semblable à un autre , et 
. dont Faire soit dans un rapport donné avec celle .du premier, ou 

soit équivalente à un quarré donné , . iùid 

18a. ïlfeeor^me.. L'aire. d'un polygone rcgulitr a pour mesure la 
moitié du produit de son contour par le rayon du cercle inscrit , 

Ce contour se nomme pénmëtre , et le rayon du cercle inscrie st 
nomme apothème , ^ ia4 

i83. Corollaire, h^ aires des polygones réguliers sont entre elles 

- comme tes quarrés des rayons des cercles dans lesquels ils sont 
inscrits ou. auxquels ils sont circonscrits, jq5- . 

i84* Remarque. D est toujours possible de irodver denx' polygomes 
da -même nombi^ de càtés , l'un'insciit,^ l'autre circonscrit, tels ; 
^ue la di£fcrence de leurs aires soit .moindre qu'une grandeur 

- donnée , quelque petite que soit celte grandeur ,v • . ièid. 

i85. Corollaire. On peut toujours assigner un polygone régulier 
soit inscrit , soit circonscrit , dont l'aire diffère aussi- peu qu'oif 
voudra de celle d'un cercle donné, . i^ 

186. Théorèmfi. Si trois grandeurs, Ay B ,Xi sont telles, que la 
première A , que l'on suppose variable , . mais néanmoins surpas- 
sant teujouTs les deux antres, ^8^ JST, qui ne changent point , 
puisse approcher de toutes deux en jaème temps j aussi près qu'on 
voudra) on dura^nëcessairfementJ^â&Jir, ibi^L 

18^. Thé&rème. L'aire d'un cercle a pour mesure la moitié du pro- 
duit de la circonférence par le rayon, .lay 

2Vb2e. Autre preuve de la même proposition, ia8 

lB8^ t^ohitlairêi'tje& aires des cercles sont entre elles comme le» 
quarrés de leuns rayons ou de' leurs diamètres , 

L^aire <l'un cercle est égale au quairé du rayon, multiplié par le 
rapport de la circonférence an diamètre , ibid. 

1 89 7%éorènp0. L'aire d'nn secteur de cercle a poar m<ssnr»]a ntoîtié . 

dn produit de Parc par le rayon, 139 

tgUéRemarque. L'aire du segment s'obtient en retrandiànt de l'aire 

^ du secteur celle du triangle correspondant « ihid. 

I{. B. Ce que c'est que le segment et ssijlèche, iSo 
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REUXI^atE PARTIE. 

> 

SECTION. PREMIÈRE. 

Pes plans el des corps terminés par dès surfaces pkates. 
Des plans et des lignes droites , i3 1 

191. Une lî^iM droit» qnii a d^ux d« «es points dans an plan , t'y 

trouve toâc encî^,^ iftûlf. 

191. li^ntcnéction de deur plans fisi une-ligne droite , ibid, 

493-. t^fant trois' pointa, pour di^tèminer im plan, ou denx plans 

- ayant trois points eommiMia qui ne sont pas en ligne droite , 

- colkicident parfaitement , ibûL 
i9(. Denx Kgnes qai se coupent sont dans un même plan , 

'font trian^ est -dans un seul plan , et quatre ppints qui 

ne* sont |ias dans nn même pUn , forment- un quadrilatère 

'gauche-^ i32. 

195. Dans l^sspace, dénz droites peuvent être- perpeadicnla'iresii'nne 
troisièffie, sans être parallèles entre elles , ibid. 

i^. 7%éorèm€» Une droite élevée hors d'un plan , perpendiculaire- 
meot à deux autres menées par son pied dana ce plan , est per- 
pendicoiaire à tonies celles qu?on poan:ait mener par ce point dans 
le même plan^,^ ' i33 

1^. Remarque. La ligne menée d*aprte le théorème précédent, est 
perpendiculaiie au plan sur lequel elle est élerée , 1 34 

1^. Théorème,. Si trois droites sont perpendiculaires il une même 

' droite, par unr même point, elles sont toutes les trois dans un 
même plan perpendiculaire & cette dernière , ibûi. 

19> 'Theûrème. Pat an poiAt pris, soit hors d'un plan , soit sur ce 
plan , oiv ne peut mener qu'une seule perpendiculaire h ce plan , 
et. par le même point d'une droite , il ne peut passer qu'un seul 
f^an .perpendiculaire k cette droite , ibid . 

100. 7%éàrème. Les obliques qui s'écartent également de la perpen-^ 
diculaire à un plan , sont égales,; celles qui s'écartent le plus sont 

' les plus longues, et la perpendiculaire est la plus courte de toute* 
les droites que l'on puisse mener d'un point donné h un plan , 1 35 

!ioi. Remarques, Chûqne point de la perpendiculaire k un pian peut 
être emjiloyé'^ décrire, dans ce plan, des cercles dont le centre 
soit à son pied, 

tia perpendiculaire étant la pins courte ligne qu'on puisse mener 
d'nn point pris hors d'an plan, sur ce plan , est là mesure naturelle 
de Icn^ distance, i36 

MO. J%éorème. Si par nn point d'une droite oblique II un plan , on 
^gl»s« S|ir ce plan «ne perpendiculaire, et que l'on joigne le* 
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ptedsclc robli<}ii« et d<^la perpendicnlaire par une droite, la pcr- 
pendicufcdrt k ceiie âcmière sera aussi {lerpendiculair^ v^ur To- 
bli([uey i36 

9o3. Théorème^ Une droite mtuëe hors d^un plan, mais parallèle à 
une ligne qilelcon^e menée datis ce plan, nfe lé rèhoûntre point, 
quelque prolongée qu'on la suppose , et est en même temps parallèle 
à tiKile Âpoite menée dans le plim puallèlement à ta pvettïière, ibiâ, 

9o4< Corollaire, Deux droites paroles à une troisième sont pteallèlef 
entre elles, 137 

aoS. Théorème. Les angles qui ont les côtés pavalMes et IVntertuvt 
tournée dans le même aens ^ sont égaux , quoique siu&<fi dans des 
plans différens ,, ibid* 

906. ThéorèmCx Si 9 par un pointqoelcûoque delà communeéectioa 
de deux plans , on mène daps chacun de ces pians des droites re9- 
pectivement perpendiculaires à cette commune section , et que 
Tangle qn^elles fouinent entre elles soi| égal à celui que fdrmeuc 
deux autres droites menées de la même manière dans deux anireB 
jj^9jaB X on pourra (aire coïncider les 4emK premiers plans avec les 
deux derniers, i38 

907. 1*'' Coro//B4r«. L^espaceindéfînicoiiliprisentredeuxplans qui se 
coupent se nomme angle dièdre ,, oa angle à deux faces ; U me- 
sure leur inclinaison y 

L'angle dtèdi^e a pour mesure l'angle plan formé par deux droîiea 
menées dans chacune de ses.faces, perpendiculairement à Ifsur com- 
mune s^tion, et par un même point de cette droite ', 

JUes Angles dièdres jouissent des mêmes propriétés que les angles 
plans qui lés mesurent ^ i3g 

Note. Raison de la dénomination d^Mngle dièdre , ihid, 

ao8. a* Corollaire, Un pbn. mené par une ligne perpendiculaire à 
xm autre plan , est perpendiculaire sur ce dernier , 

Par une droite pri^e dans nn plan « on ne peut «lever qu'un seul plan 
perpendiculaire au premiw, i4o 

909. Théorème.. Si , par nn point quelconque de la commune section 
de deux plans qui se rencontrent à angle droit , on élève perpen> 
diculaiieme&t au premier , une droite , elle sera comprise dans le 
second, t4' 

aïo. Corollaire. L'intefsection de deux.plan9peipendicnlaîres à un 
troisième ^ est perpendiculaire à ce dernier, ibid. 

an* 7%éorême. La droite menée dans un plan, perpendiculairement 
il la commune section de celui-ci s^rec un autre qui le rencontre li 
angle droit, est perpendiculaite sur cet autre , ibid^ 

ai3. T^^oréme. Deux droites perpendiculaires à un même plan son4 
parallèles, entre elles; et réciproqueibent si une droite est jierpen^ 
diculaire à nn plan, toute autre droite parallèle k celle^ii sera 
aussi perpendiculaire an même plan , 14^ 

ai3. Théorème. Deux plans perpendiculaires à une même droite ne 
•aoiaient se rencontrer. ihid^ 

r 
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ai 4- Deox plans perpeiidiciiiaUti à ium m4ai« draÎM um m cm- 
concrani poiai , sont parallèles entre eoz 9 i4x 

ai5. Théorème. Lorsque deux plans parallèles sont coupes par un 
troisième, les intersections so« paiallèks entre ellea, \^\. 

a 16. Corollaire» Deux plans parallèles ont leurs pecpçndiculairet 
comnuuftes ^ 

La distance d» dem pians parallèles et| panomt la Mima , ibiâ, 

317. T%éorèmû. Si dtat droiias qui se coupenc umt parallèlat à da«]^ 
aotraadroitet.qaiae coupent, le plan deteraaiaë par les deux pre« 
■sières sera parallèle à celui qu^ctenainenc les dent autres , ièid, 

aid. Corollaire» Par deux droites qni , ne se.coapaM point et ti*^tani 
point parallèles entre elles , ne sauraienf être comprises àmê au. 
m^me plan, on peut toufmirs faire passer deus plëiie parallèles , 
doasrfa plus court* di^lâinee éamfM celle des de«x dfoiice propo- 
sés#, 144 

at9« Remarque. La plnscowle dtsMmce 4m di«i|es de Tartic^e 
précèdent a liea sur ufie> droite qaj en perpendieulalre à toutes 
deux en même temps ^ iitid. 

aao. 7%earèjBe. Deu dfoites ooo^prises entre deux plant pataUèlea 
sont toujours coupëes en parties proporûonoelles , par un troi- 
sième plan parallèle aux deux premiers , 1 4^ 

aai< Lorsqueplusienrs plans qui passent par nn même point se ren- 
contrent dewc à deux, Tespace qu^ils comprennent entre eux , 
indéfini dans le sens oppose au point où ib se rencontseni , A 
nomme angle polfèdre^ ou angle à plusieurs faces, 

L'angle à trois faces se no|nme angle trièdre , etc. , 

Le poim de rencontre de toutea les faces d*un angle polyèdre en est 
le sommet , 

Les communes sections des ûices sont ï^.aréles , 

Il y a dans Tangle trièdre six choses à considérer» savoir , trots 
angles, plans et trois angles dièdres , ihiif* 

lax Tkéorhne. La somme de deux quelconques ées angles plans 
qui con^meent nn angle trièdre , eft toujours plus grande que le 
troisième , i4^ 

9a3. Théorème* Si deux angle* trièdres sont formés des mêones an^ 
ghx plans i lee angles dièdtos oonvpria entre les angles pions égaux 
seront égaux , i47 

nf* TVorème. Deux angles triMr^s formés par trois angles 
plans égaux et semblablement disposés entre eux, sont égaux dons 
toutes Ij&urs parties , - t49 

ai5. Remarque. Deux angles trièdres composés des mêmes angles, 
plant assemblés différemment, ou deux ongles trièdres inverser 
fnn de Pautre, ne peuvent coïncider , mais renferment le même 
etpace , '^'"'• 

Note sur les angles trièdret inteites, iSo 

9KS. néorèftte. La somme des angles plant qui composent un angle 
polyèdre conve&e, c'cst-à-diie dont toutes les arêtes sont saU- 
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iMitet ou extérieures , mais d'aillean qaekou<][ae , <st toujour» 
moindre ^ue quatre droits y i5o 

Des corps terminés par des plans , iSi 

917> Les corps terminas par des plans se nommeut polyèdres , 

On ne peut fermer de toutes parts un espace par un nombre de plans: 
moindre quequatre^et lecorpa cpii en résulte se nomme tétraèdre^ 

Tout corps. dont une des facea est un polygone quelconque, let dont 
toutes les^atitres sont' àes triangles a jam leur sommet au môme 
point, aenommeTT^ramiWe; le point oiLse réunissent ce&demière», 
est le sommet , et la face opposée est la 6i»se , ibid» 

X^S. ITiéorème. Si deux tétraèdres ont chacuzr un .angle; trièdre 
con^o^é de triangles égaux et semblablement disposés, ces té- 
traèdres sont égaux , et ils le sf ront encore si deux faces de 

• Pnn sont égales à deux faces de Tautre , assemblées de la même» 
i manière ^ et forment en^e^elles le même angle dièdre que cel- 
, left-ci, , ; ' i5a 

aag. Les polyèdres semblables sont ceux dont les faces sont ei» 

même nonriiice, semblables, semUablement disposées., et également 

. inclinées les unes h Pégard des autres , ibid, 

a3u. Théorème» Lorsque les triangles qui (ormenldeuxanglestrièdrea 
homologues de deux tétraèdres , sont semblables chacun à chacun , 

* et^mblablement disposés, ces tétraèdres sont semblables; et ils 
le sont encpre si deux faces de l'un font entre elles le même angle 
que deux face«. de l'autre , soijtt en on^e semblahios à ceiksrci ^ 
et assemblées par des côtés homologuées , i5^ 

93i. Théorème, Deux pyramides quelconques sont semblables lorsque 
leurs faces sont sepiblables et semblablement disposées, i54 

^3. i^r Corollaire* En coupant une pyramide par un plan parallèlei 
àsa base, on en retranche une.pyramide qui lui est semblable , ibîd, 

933. 9' Corollaire, Les arêtes homologues des pyramides semblables^ 
sont proportionnelles entre lelies et' aux perpendiculaires abaisse'es 
des sommets sur les bases , . i55 

234* Remarque* On peut trouver, par ce «pii précède , la hauteuc 
d'une pyramide , lorsqu'on connatt les dimenfiions. d'us trône h 
bases parallèles , * i56 

^35». Théorème, . Les bases des pyramides semblables sont entre 
elles comme les quarrés de deux arcltcs. homologues quelconques , 
et comme les quarrcs des perpendiculaires abaissées du sommet 
sur leur plan , ibid,, 

936. Corollaire, Les sections faites à la mêm,e distance des sommets 
dans denj pyramide^quelconques y. sont dans un rapport constant, 
quelles que soient d'ailleurs ces distances et les figures des bases, 157 

937. Les polyèdres qui ont dcui^ faces opposées égales et parallèles ^ 
et dont tontes les autrea sont des parallélogrammes, He nomment 
prismes » 
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La polygones opposés sont les hases du priime. 

Chaque angle polyèdre d'un prisme n^estcomposé que de trois angles 
pians , 

Quand ses aréte^ sont perpendiculaires sur sa base , c'ea un prisme 
droit f ks autres sont des prismes obliques , iSj 

23S. Le prisme dont la base est un parallélogramme , se nomme 
parallélépipède; ses faces opposées sont égales et parallèles , i58 

aSg. Théorème. Un poljèdi^e compris entre six plans parallèles deux 
à deox^ est un parallélépipède , ibid, 

340. Théorème. Si deux prismes ont chacun un angle trièdre com- 
pose de polygones égaux et semblablement disposés , ces prismes 
seront égaux, 1^9 

JVote sur la similitude des prismes , i^t^- 

a4i. Remarques. En joignant par des droites» le sommet d^ un de 

: leurs angles à tons les autres, et divisant toutes leurs faces en ui- 
. angi^, on peut toujours partager les polyèdres quelconques , 
en pyramides triangulaires , 

Deux corps composés d'un même nombre de pyramides triangulaires 
' égales et semblablement disposées, sont égaux, 

Un pply^eayant un nombre iV d'angles, est déterminé par 3iV--6 
données, prisés parmi les distances de ces angles , ibid- 

JVote surle nombre desangles, des faces et des arêtes d'un polyèdre, 1 60 

34^. l'kéorème. Deux polyèdres qui sont composés d^un même nom- 
bre de pyramides semblables et semblablement disposées , sont 
semblables, ibid* 

343. Théorème. Lorsqncfdenx polyèdres sont semblables , ils peu- 
vent être partagés en un même nombre de tétraèdres semblables 
et semblablement disposés, i6a 

?44* ' Théorème. Les arêtes homologues des polyèdres semblables 
sont proportionnelles, ainsi que les diagonales de* faces homo- 

* logues et \ts diagonales intérieures aux polyèdres , 164 

94^. Ilemarqu£s sur la mesure de Taire des polyèdres» ibid 

346. 'TTiéorème. Les aires des polyèdres semblid>les sont entre elles 
comme les quàrrés des arêtes homologues , t6S 

Delà mesure des volumes, i65 

' . '« . 

247* L'espace renfermé par la surface d'un polyèdre , ou occupé par 
ce corps, est généralement désigné sous le nom de vo/ii/ree,ou do 
capacité', lorsque! s'agit d'un corps creux, ibid. 

lyote sur les motifs d'exclure le root solidité , 1G6 

348. TTiéorème. Deux parallélépipèdes construits sur la m<?n¥c base, 

■; et terminés supérieurenient par le même plan parallèle à leur 
base , sont équivalens en volume , " . ibid. 

^9. Coro//<2t>e. Un parallclépipèdequelconque peut être transforma 
en un' parallélépipède rectangle, ayant une base équivalente i 

. celle du premier, et même hauteur.. 

La hauteur d'un prisme, oud*nn parallclépipcdie, est la iMîipcndi- 
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colâirc mèhëc entre les deux \uue» } pour une pyranri<ift , c^est 
la perpendiculaire abaissée du tommet sur la face oppotée , fac« 
qui s^appelle base , 167 

sSo. Théorème. Si Ton forme lur la baie d^un prisme triangulaire 
un paralldogranime , et que Ton élèye sur ce parallélogramme , 
pris pour base, un payaUël<^ipèdede même hauteur que.ie pri»nie 
triangttlalfv, cehii-cî%era la moitié de l'autre, 168 ' 

If ûte oh. l'on démontre régalité des volumes des deux prismes trian- 
gulaires du n^ précédent, qui, bienqiie oonatroits sur les mêmes 
parties , ne peuvent pas coïncider , t6t> 

35i. Corollaire, Deux prismes triangulaiiws de même base et de 
même hauteur , sont équivalens , ibitL 

a53. Théorème. Si on coupe un tétraèdre par des plans païaUèles à 
sa base et équidistatis , on pourra fonaer , à chaque tranche , un 
prisme extérieur et un prisme intérieur , densanière que la somme 
des premiers di£F^re aussi peu quVa voudra de celle des s^onds , 
et par conséquent aussi du tétraèdre, ibid, * 

353. Théorème, Deux tétraèdres de même base et de même hauteur 
sont équivalens , 171 

l^ote. Antre démonstration de la proposition- précédente, ibid. 

a54' Théorème, Un tétraèdre est équivalent au tiers du. prisme 
triangulaire de même base et de- même hauteur , '17a 

355. Théorème, Les paralldépipèdea rectangles de même base, soat 
entre eux comme leurs hauteurs « ihid, 

oSf^, Théorème. "DevoL parallélépipèdes rectangles sont en tn; eux eonmie 
les produits des arêtes qui forment un Aême angle trièdre, 174 

357. Remarque. La mesure du volume d'un parallélépipède rec- 
tangle est le produit de ses trois arêtes contiguc^ , en prenant pour 
terme de- comparaison le parallélépipède dont les trois arêtes coh* 
tigués sont égales à la Hgne choisie pour unité , 17$ 

358. i«r Corollaire, Lorsque les arêtes sont égales entre elles, le pa- 
rallélépipède , qui prend le nom de cube^ a pour mesure la troi- 
sième puissance de son arête , ibitL 

359. 3« Corollaire, Le volume d*im parallélépipède quelconque a , 
pour mesure le produit de sa base par sa hauteur, 176 

360. 3« Corollaire, Le volume d'un prisme quelconque est égal au 
produit de sa base par sa hauteur. 

Deux prismes quelconques sont entre eux comme les produits de 
leurs bases par leurs hauteurs , ibidi, 

361. 4' Corollaire. Le volume dHtn tétraèdre a pour mesure le tiers 
du produit de sa base par sa hauteur , 177 

363 5' Corollaire, ,Le volume d^une pyramide quelco^ique a pour 
mesure le tiers dû produit de sa base par sa hauteur , 

Deux pyramides quelconques sont entre elles comme les produits 
de leurs bases par leurs hauteurs , ibid, 

363. Remarques, Le volume d'an tronc dé pyramide s^obtient «n, 
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ptènauu l»diffi{rMe« «ntM ctM éê k pyramak cntièM «t ctftU d« 
ta pyramide retranchée, • 

Le YolBine d'un polyèdre qneleoiiqtte peut s'évaloet en d ë tônipo » 
Hidt te polyèdre en pyramidei , oo eo le wiiiiiMH k àm piismes 
tridnffUiaireÉ ttohquéi , 178 

964- 'jHiéorème. Un prieme triangolair» tronque «t éqnhwkMt à 
tiob tétrëèdref de même baie , ayant Icnrt sommeta reepecdft 
plaoÀ à ehacnn des an|^ dn triangle nppoeé à cette baae , ihid. 

»i65. Corollaire. Le Toiame d'an prisme triangulaire tronqua a pour 
meaure le produit de ta baae pat le tien de la aommii dea tfoie 
perpendiculaires abaissées sur cette base , de chacon des angles de 
la base sapërîeurc ^ 1^ 

105. Thiorèhie. Denxpolyèdheisemblablci sont «ntie eus comme 
les cubes de lettfsiféieshoniolognes, 180 

tfme, htà volnnes- de deitt tëtnêdive qui ont nik «ngle triédre 
commun , sont entre eux comme les produits des irétes qui , 
dims dMcua , «^npreflnetei cet angle 1 ihid. 

SECTION IL 

Dès corps ronds, 18a 

KSj. Les oaipe roads sont oens quMn pcoditit en faisant tourner 
une figure plane autour d'une ligne droite , \ 

On ne coaeidèro, dans les Elcmens. ds Géométrie^ que le «(kie 

• droit, le cylindre droit et la sphère , 

Le ûârte droit s'engendre en Csisant tourner un triangle rectangle 
autour de l'un des c6tés de l^ngie droit , l'hypoténuse décrit la 
snrfacn conique droite » 

Le c6té autour duquel tbome le triangle générateur , se tiomme 

La base du cAne est un cercle , 

Tonte section faite par un plan parallèle à cette base est ^^menl 

un cercle, 1 

Les ciiconférenoes de ces oeicles sont prapottiontteUes à leurs dis^* 

tances au sommet , 
Leurs aires sont entre elles comme les qnarrés de ces distances , ibîé, 
Ifote sûr le cAne oblique » ibid. 

s68. Remarque. Lorsqu'on a les dimensions d'un tronc de c6ne droi t, 

à bases parallèles , on pent , par ce qui précède » trouver la bau- 

leur du c6ne entier , i83 

aft); Tfiéorètne. On peut loujoms troorer deux pframides rég»' 

lareê, l'une inscrite, l'autre circonscrite à un cône droite telles, 

que la difierenoe de leurs aires soit moindre qu^one grandeur 

donnée, quelque petite que soit cette grandeur « 
L^sire d'nte pjràmide rêguUère^ lorsqu'oik n'y comprend point sa 

base^ a pour Aiesnre la moitié du produit du contour de cette 
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baie par la perpeÀdicoIairt iirMMé« da sonimet tue l'un de ses 
f t6tés , . i83 

370. Corollaire. L'aire du cône^st loujouts moindre que celle de 
la pyramide circonscrite , et pins grande que celU de la pyramide 
inscrite; mais chacune de ces demièi:es peut approcher de la pre* 
. -mière aussi près qu'on voudra y - i85 

arji. TTiéorème» L'aire d'un c6ne.dcoît a pour làesnre la moitié du 
. produit de- la circonCërcnce du cerete qui lui seri.de base, par son 
V .côte', 18G 

JYote ^oh l'on indique un antre tonr de démonstration pour la pro- 
• position cirdessus et pour ses analogues , * ' iùid. 

27a. Théorème. L'aire d'un tronc de cône droit» à bases pairailèies , ou 
du cône tronqué, Si -pour mesure la jnoiti^ du produit de là somme 
des circonfe'rences de ses deuxj>ase8 par s^on côté^ ou le produit 
de ce côté par la cirponférence de la section £ai^e à égale distance 
des bases , 
IV» J^. En substituant le commet à Is^ base ^upérieuine, ces qicstures 
conviennent au cône entier , ibid^ 

373. Théorème, On peut toujours trouver^ deux pyramides , l'une 
inscrite, l'antre circonscrite , à un cône droit, telles, que la diffé- 
rence de leurs volumes soit moindre qu'une grandeur donnée-, 
quelque petite que soit cette grandeur, 188 

S74' Corollaire, On peut toujours assigner une pyramide inscrite et 
une pyramide circonscrite, qui diffèrent aussi peu qu'on voudra 
' du cône, l'une étant plus petite, et Tantre plus grande, i8<^ 

975. Théorème. Le voluoied'un oône a pd^r mesure le tiers du pro* 
- dnit de l'aire de sa- base par sa hauteur , • . ibid* 

Note sur le cône oblique , ibid^ 

376. Problème. Trouver le volume d'un tronc de côine draità bases 
' parallèles,- ibidi. 

977. Un rectangle qui tourne autour de l'un de ses côtés , ei^èndre 

le corps appelé cy/ûi^re £2roi£ , . 

Les bases d^un cylindre droit sont des cercles égaux et paraUèles. 

ainsi que toutes l^s sections parallèles à ces bases , 

Le^ côté autour duquel t«ame le rectangle- générateur, se nomme 

VaxCj igo 

Wote sur le cylindre ohliqne> • ibid\ 

378. Tliéorème. On peut inscrire e^ circonscrire à un cylindre droit 

- deux prismes droiits, tels, que ia différence de leurs aires soi tmoindns 

qu'une grandeur donnée, quelque petite que, soit cette grandeur, % 

979. Corollaire, On peut toujours trouver mi! prisme soit. inscrtt> 
soit circonscrit , dont l'aire diffère aussi peu qu'on voudra de 

■ l'aire du cylindre droit, plus grande qoe la première, çt^moindre 
que la seconde , . 19a 

380. Théorème. L'aire de la surface convexe dù^Hradre'dcoit a pour 

. mesure le produit de la circoitCérence de sa basepaisga hau- 
teur , ibicb,. 







T A B L E. xxix 

a8i . Théorème* On ptot tvniovM fofmef dens pritmes » l'an imcrit • 
l'aubpe'^ttcoiucnc au c^^ndre, tels, que leun «roluniM diSitent 
aussi peu q[Q^on vondra , ipa 

98a. Coroliairci On- peut constraira tua pnime inacnt et on pritme 
circonscrit , tels, que lenn Tolinaes différent aoni peu qu'on you- 
dm de celui du cylindre» qui sera toujours plus griind que le pre- 
"uiier, et moindre que le second, » igS 

983. Théorème^ Le volume d'un cylindre droit a pour mesura le pro- 
duit de4'aire de sa base par saliauteur , ibid* 

iVbte sur. le cylindre obifque, • ibid, 

»84- Un demi-cercle , en tournant autour de son diamètrei engendre 
la sphère- f et lademi-«ir€onférenoe qui l'enveloppe décrit la sur- 
face sphérique , • ', 

Le diamètre. auCpur dnqael tonme le demi-cercle génëratenr , est 
Vaxe^ et ses extrônités sont les pàUs^ 

La vasSajcit spliériqnea tous ses- point» également éloignés du centra 
du cercle générateur, ibid* 

s85. Théorème» La section de la sphère par un plan quelconque , est 
toujours un cercle, 194 

«86. Remarque» Les cercles dont le plan passe par Je centre de la 
sphère, sont de grands cercles yitê autres sont de petits cercles 

Tons les grands cercles sont égaux entre eux , ibid, 

987. Corollaire. Deux grands cercles se coupent toujours en deux 
partie» égales, 1^5 

988. Trois cercles se conpant deux & depx sur la surface de la sphère, 
{bmvnt un triangle spkéçique ; on ne considère dans les Elémens 
que C4^i qui est formé par trois arcs de grands cercles, • • ibid, 

989. Théorème, La somme de deux cAtés.qiiekonques d'un triangle 
s^Àiqne est toujours plus grande que le troisième , ibid, 

990. i"" Corollaire. Le plus court chemin pour aller d''nn point à 
un autre sur la surface sphérique, est l'arc du grand cercle déter- 
miné par le -plan qui passe par ces deux points. et par le centre 
de la sphère , .as^ . ibid, 

991. a* Corollaire. La somme des trois cÀtés d'nn triangle sphé- 
rique est moindre que la circonféreBce d'un -^prand- cercle , 196 

999. Théorème, Si , par le centre d'un cercle quelconque tracé sur la 
sphère , on élève une perpendiculaire, elle passera par le centre de 
la sphère, et la coupera en deux points, dont chacun sera également 
éloigné de tons ceux de la circoi^érence du cercle proposé , 197 

993. Corollaire. Chaonn deccs points , que l'on nomme p6le$^ peut 
servir à décrira ee cercle* . • , ... 

La droite qui Jes joint est l'axe du mtee eeicle , . - ibid. 

994' Théorème, La plan mené par un point de. la surface de la 
sphèra , perpendienlairenent au rayon qui pasietpar ce point, est 
tangent à la sphèra ,' et , réciproquement , le plûi tangent à un 
pomt qneleoi^iie de la surface sphérique , est perpendiculaira à 
l'extrémité du rayon , 198 
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iicrft, Tiiné inccrke «1 Tautr^ circoQsiGiitf an c^nde g«|iéra(»iir d« 
la sphère , décrirent, en tournant autour du d;ian(ijè|re de ce c«rcle, 
deuk corps dont les «ires peuF^ni âiSémv de moias qu^ancone 
grandeiif doaa^» 

L'acre de çhaeisn de ces eoife a fkonr mq^iure le pnodiût de sa kiOr 

■ leur par la circoufërence du ceicle iaserk api ^polygooe x[.ui i',en> 
gundre, J98 

396. Corollaire. L'aire dujeocps iiMcrit est aoindveque celle dé la 
portion correspondante de la sphère» et i^aire du corps fitconserit 
est pkis grande ^ mais on peut toujoius trouver, deux de «es corps 
iU)BC l'aire diffuse aussi p^quW voudra ile celle d^ ia portion 
de sphère y . ooi 

^9^. Théorème. L^aixedeia calotte ephérifu^ cet ^^e ii sa htateut 
multiplie'e par la circonférence d'un grand tseede , ibid. 

^. I «r Corollaire, L^ake de ia sphke entière est ^ale à aon dia* 
mètre multiplia par la circonférence d'un grand cercle, et celle 
d'une 2one quelconque esjt ëgale an produit de la hauteur de cett« 
zone par la circonférence d'un grand cercle , aoa 

999. a* Corollaire* L'aire de la surface spheriçpie est quadruple >d« 
eelie d'un ^e ^s grands cercles , ibitL 

3oo. Théorème, h^siire du fuseau sphérùfueeêt h œille de la sphère 
comme l'angie plaç qui mesure l^angl^ dièdie que forment les 
plans qui déterminent ce fuseau , est à quatre droits , ào3 

3oi. Théorème. LWred'un triante sphérâqne est àceUede lasphèaw 
entière, comme la différence entre |cà-somiiie des trois angles 
iUèdres formés par les piaBS^scerdes 1^ composent oe triangle 
et deu& angles -droits, est Jk Jiuk angles 4roits, ^to4 

Ifote oîi l'on démontre, pour la proposition précédente, que deux 
tricuigles spfapjriques qui ont leurs côtés égaux , chacnn à dtacnO) 
mais assemblés dans un ordre inverse , sont équivalens , ibid. 

Boa* Théorème. La différence entre les -volumes des corps engendrés^ 
par deux portions correspondantes df|^olygones.régutiars., l'une 
inscritie ^t Tantre drconsciâte.à un arc de cercle, pendant 1$. 
Dévolution de cet ftrc autour de son axe, et fermés par la aurface 
conique, d^rite dans la même circonstance par le myon .qui ter- 
mine 4es denk portons de polygone, peut devenir aussi petite 
qu'on voudra , 

lie volume de chacnn de ces corps a pour mesure la somme des 
aires décrites par les c^és du poly^ne générateur^ multipliée 
par le tiers du rayon dn cercle inscrit à ce polygone, 'do6 

3o3. Corollaire. Le seoteur tphérique engendré paria révo]miûki.da 
secteur ■eiocnlaire, est moindre que èe corps oircoasarit » .et:plus 
^and qne l'inscrit ; mais sa ^iffévence avec l'on ou avi^c. l'antue de 
«es isoips y peut être rendue «nssi petite qu'on vofidca « -«09 

3o4^ Ihierème. Le ^ajne^l'iin secteur ^hériqi|e est égal à l'fûrc 
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de la calotu sur laquelle il »*appai« , muhipltéa p«r U tien da 
rayon, siog 

305. i'*" Corollaire, ht yolome de la sphère est ëgal k son aire mnl* 
tipliée par le. tiers du rajon, ou h Taire de son grand cercle mul- 
tipliée par les deux tiers du diamètre , ihid. 

306. 3' Corollaire. La mesure du secteur sphëriqne, lorsqu'il sur- 
passe lu denursi^ère, est cncon la ia4aie qn« dinsle numéro 
3o4, aïo 

307. 3* Corollaire. Le volume de la portion de sphère engendrée 
par le demi-segpient circulaire , et qu'on nomme segment sphé^ 
rigue, s^obtiendra en retranchant du Tolume du secteur sphériqiie 
celui du cAne correspondant » 

Ls Yolnmede la zone s'obtiendra en U considérant conune la diffé- 
rence dca deux segmens ùmaé» duns la sphère, par les plans qui 
terminent cette zone, ^ ibîd. 

De la comparaison des corps ronds, ai 1 

308. Les corps ronds semblables sont cens qui sont engendrés par 
des ligures semblables , 

Dans les cdnes semblables , les cAtél , les hantears , les rayons des 
bases , leurs circonférences , sont proportionnels , et les aires des 
bases sont comme les qu.'«rré8 de leurs lignes homologues; la mémo 
chose a lieu 2i Tégard des cylindres semblables^ 

Les sphères sont des corps semblables , Ihid* 

309. J%éorème. Les aires des cAnes semblables sont comme les, 
quarrés des côtés de ces cônes, et leurs rolumes comme lescuT>es 
de ces mêmes côtés , ihld. 

3io. Théorème. Les aires des cylindres semblables sont comme le» 
quarrés des cAtérde ces cylindres, et leurs volumes comme les- 
cubes de ces mêmes côtâ, Qt» 

3ii. Tbéorème.'^Le& aires dtfdeux sphères sont comm« les quarrés 
de leurs rayons ou de leurs diamètres , et leurs volumes comme 
les cubes de ces mêmes lignes , 31 5 

3i3. Remarque. L'aire conrexe du cylindre circonscrit II la sphère 
est égale à celle de Cette sphère, et le Volume de ce dernier 
corps B*cst que les deux tiers de celui du premier , ibid» 

3r3. Conclusion , dans laquelle on montre qu'il ne peut y avoir plos 
de cinq espèces de polyèdres réguliers , et que les faces de ces po- 
lyèdres ne peuvent être que des triangles équilatéraox , de» 
quarrés ou des pentagones , at4 

/ • 

t 

Fin de la Table, 



SUPPLEMENT 

Au Traité Élémentaire d' Anthmétique , nécessaire pour 
passer immédiatement de ce Traité aux Ëlémenâ de 
Géométrie. 



I. Jl 017R abréger le discours , on exprime par des signes paiticuUers 
les motsqui reviennent le plus fréquemment; et quand -on s'occàpe 
d^un nombre ou d'une grandeur quelconque , sans considérer sa 
valeur particulière , mais seulement pour indiquer ses relations avec 
d'autres grandeurs, ou les opérations auxquelles elle doit être sou» 
mise, on la désigne par une lettre deTalphabet, qui devient alors 
l« nom abrégé de cette grandeur. 

+ signifie plus ou ajouté avec. 

L'expression ^+-8 indique las(&nme qui résulte de la grandeur 
que représente la lettre A ajoutée avec celle que représente B , on 
A plus B» , 

— ' signifie moins. 

ui "^ B indique ce qui reste quand on ôte de la «grandeur que re- 
présente A celle que représente B f ovi A moins B» 

X sigoifie multiplié par. 

AycB indique le produit de la grandeur que représente^ multi^ 
pliée par celle que représente B^ on yi multiplié par B. 

• A 

-ST indique le quotient de la grandeur que reptésente A divisée 

par celle que. représente B, on A divisé par B» 

A= B signifie qu^ la grandeur que représente A est égale h 
celle que représente B, ou A égale B* -' 

Ay B signifie que la grandeur que représente A surpasse celle 
que repr^entè ByOnA plus grand que B* 

AK^.B signifie A plus petit que B. ^ 

^Ay ZA, etc. indiquent le double^ le triple, etc. de la grandeur 
<{ne représente A» , 



y 



^^ 
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II. Lonqn'on maJdplie an nombre par lai-méme, on forme ta 
ttconde puissance ou son quarré : 5 X 5, ou a5, est la seconde 
pDissance de 5, on le qnarré de 5. 

La seconde puissance est donc le produit de deux lactenrs ^gauz ; 
discmr dt ces ûfcuun esc la rueine quarrée du produit : S esUa 
racine quarrëe de a5. 

Si I*(m multiplie la seconde puissance par sa racine, on a la trot' 
nèiM puissance ou le cube : 5x^5, on ia5, est la troisième puis- 
sance de 5. 

Ls troisième puissance est un produit forme pfir la multiplication 
de trbis facteurs égaux; chacun de ces facteurs est la racine cubique 
de ce produit : ia5 est le produit de 5 multiplié deux fois par lui* 
même , ou 5 X 5 X 5 ; et 5 est la racine cubique de ia5. 

En généra] , A^ étant' rabréTÎatioh âe A X A ^ indique la se- 
conde puissance , ou te quarré de ^ 

t^^indique la racine quarrée de A ou lenombre.qui , multiplié 
parKii-méme, produirait le nombre que représente A» 

A^ étant Pabréyiationde Ay,Ay^Ay indique la troisième puîs- 
ftfidce ou le cube de A* 

Va indique la racine cubiqne de y€ ou le nombue qui , muU 
lifdié deux £bia par lui»«iiéme» pra duii ait le nombm A. 

To«s le» aombn» ne sont pas des qnanrés ou des cubes par(aiia , 
cW-à-dûre , n'ont pas dès , racines qnarrées ou cubiques qu'on 
pniise exprimer exactement : 19 , par exemple , se tronrant entie 16, 
^i est le quarré de 4; '* ^ 1 ^ ^' ^ quarré de 5 , a pour ractna 
no nombre comj^s entre 4 et 5, mais qu'on ne saurait assigner 
exactement, même avec le secoura des ficncdons : c'est wa iiteom- 
mensurable. 

De même, 89 se trouyant entre 64, qui est le cube de 4» et 
ii5 , qui est celui de 5, à pour racine cubique un nombre com« 
pris entre 4 ^^ 5 , mais qu'on ne saurait non plus assigner exacte- 
meot. On trouTcrarflans les Elémens d'Algèhre^ des méthodes pour 
approcher aussi près qu'on voudra des racines qnarrées et des racines 
cabiques des nombres qui ne sont pas des quarrés ou des cubes 
parfaits. 

(Les trois articles suiuans doivent être étudiés avant le n* 58.) 

lU. Lon^e deux proportions ont un rapport commun , il est 
^iUe qu'on peut mettre en proportion les deux autref rapporcsy 
^Tce qu'ils sont égaux h celui q[ui est commun. ' 

Si l'on a 

A:È:i C:D,. 
El F:: C:D, 

m 

Céométrie. i3' édition. c 
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ii en résultera AtJces&aircment 

Lorsque de ax proportions ont les mimes antécédente oïl pent 
mettre les conséquens en proportion j car si on a 

A:B:: C: Z>, 
* AiE',1 C:Fy 

eu cliangcant les moyens de place, ces proportions deviendront . 

AiCii-B : D^ 
A; C::E:F, 

et on en condara 

BiDxiEiFy 
tse qni reyientà B : E :: D : F, 

1 V. On peut faire encore dans' les proportions d'antres changemeiu 
que les transpositions de termes, qui ne troublent pas Pcgalité du 
ptoduit des extrêmes avec celui des moyens. 

1 ® . Si au conséquent d'un rapport on ajoute son ant^édent , et qnc 
l'on compare cette somme à l'antécédent, celui-cî y sera c«nienu 
une fois plus qu'il ne l'était dans le premier consexpient j le nouveau 
rapport sera donc égal au rapport primitif augmenté de l'unité. Si 
l'on fait la même opération sur les deux rapports d'une proportion , 
il en résultera évidemment deux nouveaux rapports égaux entre ea^ , 
et par conséquent une nouvelle proportion. 

Soit par exemple la proportion 

4 : 6 :: 13 : i8j 
on aura 

6 + 4 ; 4 :: i8 -I- 13 : 13, 
ou 

lo : 4 :: ^ : 13. ' 

•i'». Si du conséquent d'an rapport on retranche l'antécédent , et 
que l'on compare la difiFérence à l'antécédent, celui-ci y sera con 
tenu une fois de moins que dans le premier conséquent j le nouveau 
rapport sera donc égal au rapport primitif diminué de l'unité. Si ou 
fait la même ppération sur les deux rapports d'une proportion , il en 
résultera deux nouveaux rapports égaux entre eux , et par conspuent 
une nouvelle proportion. 

De la proportion 

4 •* 6 :: 13 : i8, 




1 
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Utt déduîta absi 

QU 

a : 4 ::6 • 13* 

Poar nne proportion entre des grandeurs quelconques , diUigu^es 

i»r des lettres « 

A:B::C:D, 

on aura par les changemens ci-dessus , 

B-hAïA'.iD'J^CiC, 
B-'AiyAiiD^CiC, 

Si on change let moyens de place dans ces dernières , il viendrfi 

B-^Ai D-^CtiAiC, 
B^A:D^C::A:Ci 

mais par le même changement , la proportion ^ 

A:B.:C:Jy 
iloune aussi 

. A : C : : B : D ^ 

tt puisque les rapporu^iC, B : D sont ^f^uz, on en conclarn 

B-^ Al D-k-C II Al C on '.iBiD^ 
B -^A i D -^ Cil A i C onii Bi D, 

résultat qni sVnonce ainsi : 

Dans une proportion quelconque la somme ou la différence des 
deux premiers termes est à la somme ou h la différence des deux 
derniers j comme le premier est au troisième fOu comme'le deuxième 
est au quatrième. 

Déplus^ les deux rapports Ai Cou B i Dy étant communs aux 
deux dernières proportions cî-Klèssns , il en résulte que les autres 
rapports des mêmes proportions sont égaux ,et que par conséquent 

B-k-Ai DH-Cii B^A iD^Cf 

on, en changeant ]« moyens de place , 

B'^AiB-'AiiD'^CiD^Ci ^ 

cW-iedire gae la somme des deux premiers termes d'une propor-* 
lion est a leur différence^ comme la somme des deux derniers est h 
leur différence. 
Par exemple : 

64-4:6 — 4:: i8+ ia:i8 — là, 
ou . ^ . 

10 : a :: 3o : 6. 

Lorsque la {>roportion A i B :i Ci D 
«t cl^angée en Ai Ci: B : D, 
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yietB sondes antecëdens, C et D les conséqaens j et les propor* 
lions 

B -^ A : D -^ C :: A : C on:: B : D , 

B^A: D-^ C:: AiCoji:: B:D, 

répondent à P^noncë suivaaf i 

La somme ou la différence des antécédens d'une proportion eit 
h la somme ouàla différence des conséquens, comme un an técéden i 
est h son conséquent. 

On en déduit: la somme des antécédens est h leur différence, 
comme la somme des conséquens est à leur différence, ■ 

Si Ton a une suite de rapports égaux 

A:B:: CtD:: ExF^ 

en ne considérant d'abord que les deux premiers^ qui forment la pro- 
portion 

A:B:: C:/>, 

on en tire, par ce qui précède, 

A+CiB-hD:: AtB'y 

et puisque le troisième rapport E : F est égal an premrer A: B, 
on aura 

A'i-CiB^D:: E:F, 

Si l\>n prend la somme des antécédens et celle des conséquens dans 
cette dernière proportion, il en r^ultera 

A + C-^E: B'^D'^F.:E:Fon::AiB, 

En suivant la même marche , quel que fût le nombre des rapports 
égaux ^ on aurait en dernier lieu : la somme d'un nombre quel" 
conque d'antéoédens est à la somme de leurs conséquens, comme 
un antécédent est à son conséquent* 

V. Lorsqu^'on a deux proportions quelconques 

AiB::C:D^ 
£:F;:GiH, 

etquVn lés muldplie par ordre, c^est-à-dire, terme à terme, les 
produits forment une proportion oh Pon a 

AXE:BXF::CX G:DXU' 

Gela est évident, puisque les nouveaux rapports -^ £: * ■ ^ ?y 

A X E C X, Cm 
seront respectivement les produits des rapports primitifs 

B F D H 
3 «2^, .^et .^, 

qui sont égaux, 
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Si Ton niuUipUft U proportion 

A-BwC'.D 

A\ B:: C:D^ 

on aura (II) 

AWti il soitqae les guarrés de quatre quantitét en proportion Jor^ 
ment une nouvelle proportion. 
En moUipliaotU proporttoi» 

^ AiB'.iC.Dt 

on aura 

c^ett-à-^re , que les cubes de quatre quantités en proportion for* 
ment une nouvelle proportion^ 

( Les deux articles suU^ans se rapportent au n^ 'fi%) 

VI. On considère souvent des grandeurs décomposées en plusieurs 
parties , et on a besoin de les ajouter , de les soustraire , ou de les' 
multiplier dans eet état, c'est-^MEre, de déterminer comment les 
résultats de ces opérations sont formés avec les parties des grandeurs 
proposées : voici quelques règles à ce sujets 

T'**. n est évident que si Ton veut ajouter la grandeur B*^C avec 
la grandeur >f, il faut écrire A'^B — C, puisque ce n'est ni B ni C 
cpCon se propose d*a}outer avec A y mais seulement Texcès de B 
far C. 

M '■ f <!> Tf 

D*aiUcnrs si l'on prend les drottei^ ilfP, PN et ÇiV^pourrcprésenlei 
les grandeurs A^ B et C, on verra que 

PQ i= PN^ ÇJV, 

3^. Si de la grandeur A on voulait 6ter la grandeur J9— C, il 
faudrait écrire A'hO—B, ou , ce qui est la même chose, A^-B^C 

En effet, la di£férence de deux grandeurs ne change pas lorsqu''on 
■joute k chacune lâ« même grandeur ; or si l'on ajoute C h 
^ — Cf il viendra B; en faisant la même addition à la grandeur A, 
oii obtient A-j-C, et h soustraction de B donne alors A-hO—B 
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La figure ci-dessus confirme ce re'sultat j car si on prend les dvui^ei. 
MlVf PNy PQ pour l^ grandeuré ^yB, C, on a 

QN^PN-^PQ, 
Mjy^QI^^MQ==:MP-^PQ'jr 

et puisque MP = HfJV-^PJV, il viendra 

iresnltat qui rëpond hA'^B^C*- 

3** Le produit de la grandeur ^ par la grandeur J9 + C, eè\ 
exprimé par A % B -{^ AxC '^ car il doit renfermer autant de fois 
le nombre A qu^il^ y a d^unités dans la somme des nombres R 
et C, et doit par conse'quent être composé de A pris autant de 
fois qu^U y a d'unités dans J9, plus de A pris autant de fois qu'il 
y a d'nnite's dans C, ce qui s'écrit AXB H» AX,C- 

4" . Le produit de A par B — C est expriçaé par AxB — A'X, C^ 
car si on représente J8-r-Cpar/), on aura visiblement \5=;Z)-f-C, 
et par conséquent AxB t=z Ay,D -^ AyC^Cion conclura de là 
que Ay,D r=z AY.B -— AxC^ ce qui forme la proposition 
avancée ci-dçssus, puisque Z) = i^— Ct , 

Vn. Il suit de ce qui précède, que le quarré d'un nombre cont- 
posé de deux parties , renferme le quarré de la première, deux 
fois le produit de la première par la seconde , et le quarré de- 
la seconde. Le non^bre i3, par exemple, étant envisage comme 
çgal à 9 -4- 4> ^^^ ^^^^^^ ^^ est coii^po^c 
du quarré de 9; ou 8i 

de a foisg X 4? o^ 7^^ 
du quarré de 4 ^ ou 1 6 

To^al 169 

Pour prouver l'énoncé en général, il suffit d'observer que le pro- 
duit de >^par JÎ+ C étant Ay^B + ^x C, si l'on fait ^=54-C, 
les produits partiels AxB etAxC deviendront 5x^5 4-5 X C, et 
BxC+ CxÇ; en les rémiîssant on obtiendra le résultat 

BxB-^BxC-^BxC^-CXC, 

qui peut s'écrire ainsi 

-fi'^+a/^XC+C, 

ce qui donne le quarré de B-h 6% conforme à l'énoncé ci-dessus. 

On trouve d'une manière semblable que le quarré de la différence 
ée deux grandeurs est composé du quarré de la première , moins^ 
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deux fois U produit de la première par la seconde f plus le 
quarré de la seconde. Le nombre g ëiant égal h i3-^ , par exemple , 
son quarré 8i sera forme' de 169 ^ a fois 4 X i3<4* 16 > ce qu'il esi 
aisé de Terifîer. 

La démonstration générale de la proposition ci-desras se forme en 
faisant A = B — • C, dans le produit de A par la di£férence B — C > 
car ce produit étant exprimé par Ay^B ^^ Ay, C, si Ton écrit 
d^abord B — C an lieu de A , dans les produiu AXB et AXC, 
ils derifndront respectiyenpent ' 

BxB^Bx C et BX C^CXC, 

et pour retrancber le second du premier, il faudra, d*après Tar- 
ticle y I, écrire 

BXB-^BX C'-B xC-hCXC, 
ce qui rerient à 

et donne le quarré de B-^C^ conformément 2i Ténoncé ci -dessus 

Les notions précédentes suffisent pour entendre les propositions 
Dccessairesde la Géométrie , car on peut, dans le n* i4'. > *^ borner 
à la solution graphique, et passer les numéros i5o, i56, 157 , qui 
ne servent qu'à calculer le rapport de la circonférence au diamètre, 
qu^on peut obtenir facilementcn Trigonométrie, par les sinus et les 
Uogentes de* petits arcs. 

( Les articles ei'dessous , qui concernent l'évaluation des 
aires et des volumes^ autrement, le toisé des surfaces et des 
solides, se rapportent à la fin de la première partie et à 
celle de la seconde. ) 

Vm. Le rapprochement dea expressions, ou ^rmif/ei, d'après 
lesquelles se calculent les aires, 

du parallélogramme, n<> 170, 

du triangle , no 171 , 

du trapèze, n* 17$, 

du cercle, n* 187, 

enfin do secteur circulaire , n^ i8g , 
montre que la détermination de tontes ces aires ne dépend que 
d'un produit de deux facteurs , qu'on peut toujours regarder comme 
la base et la hauteur , c'est-à-dire les ^eux dimensions d'un rectangle 
équivalent k Taire cherchée. Quand ces facteurs sont exprimés en 
mesures décimales , leur multiplication s'effectue à l'ordinaire \ mais 
la de-nomination des unités du résultat demande quelques attentions. 

Soit pour exemple un rectangle de 49"' t ^4 ^ ^*^ *^' i^**' t ^7 
dr hauteur j en multipliant cçs deux nombres, on trouve 756, 47^ 
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L'unit<l àe'ce nombre est le quatre ayant un mètre de côte, qtt*oti 
nomme aussi le mètre guarré; les fractions décimales en sont tou- 
jours la dixième j la tentlèmé, la 'millième, etc. partie ; la mesure 
ci-dessus pourrait donc s^énoncer ainsi ; 756 mètres qua^rés, e^ 
4758 diX'millièmes de mètre quarré^ mais plus ordiqairement qi^ 
fait correspoqdre les subdivisions du mètre quarré avec celles du 
mètre linéaire, et alors on doit observer que . . , 

Lie mètre quarré contient 100 quartés d^un décamètre ^é càtéi 
pu cent décimètres ^narrés 9 

Le décimètre quarré contient cent quarrés d'ttn centimètre de 
côté, çu ^00 centimètres quarrés, et ainsi d^e suite. ,^ 

Cest donc les centièmes du mètre quarré qui expriment les dtfr 
cimètres quarrés , les dix-millièmes qui expriment lea centimètres 
quarrés, les millionièmcis qui cxprîmeaf les. millimètres quarrés. 
D'après cela, le nombre 756,4758 s'énonce , . •• > 

« 

756 mètres quarrés , 47 ^^loAixe^q^anéBy 58 centimètres quarrés. 

On juge par là qu'il n'est pas permis de confondre le io""« du 
mètre quarré avec le décimèti^ quaifré. La première de ces subdi- 
visions ne salirait se représenter par un qbarré dont les^imensions 
soient des nombres exat:t8, puisque l'unité n'en contient que 10 , 

et que io h'dst pas un quarré parfait. - 

' •.■■-■ • *' 

On peut rapporter commodément le 10'*^ du mètre quarrç 

à un rectangle de i mètre de base sur i décimètre de hauteur ^ 
et il en est de même des fractions décimales qui suivent et- qui 
désignent isolément des rectangles de 1 mètre de base sur i cen- 
timètre, I millimètre,^ etc. cte hauteur. . .... 

Ce n^est qu^en séparant les chiffres de deux en deux, k partit 
èe la virgule , qu'on peut énoncer le ùomhre en mesu|es quarr^es. 

Quand les chifîres décimaux sont en nombre impair, il faut écrire 
un zéro à la droite, pour que le derÀief ordre de décimales soit 
rapporté à des. mesures quarrées. 

Le rectangle ayant 37*^ de base sur 4"^ 3 de hauteur, par 
exemple, a pour mesure en mètres quarrés, 116,1. En mettant un zéro 
à la droite da ce, nombre , il devient 116,10 et s'énonoe xiâoà'trea 
Ç[aarrés et 10 décimètres quarrés. 

Cd qat je viens de dire s'applique également aux divers ordres 
ffunilS^s placés à la gauche de la virgule; et en observant que 
Vare étant un quarré de 10 mètres de côté, renferme cent mètres 
quarrés , que l'hectare renferme cent ares , le nombre S7549 mètres 
quarrés, par exemple, se décomposé en 3 hectares, 7$ ares et 
49 mètres quarrés, 00 centiareé. . '- 
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U"mi * propo» de fixer le tens de plmicort expMssIont que 
J\)n confond quelquefois. Que l'on dise un mètre quatre ou un 
mitre enquaurë, cela levient au même, puisqu'il tte peut eue 
gestion , dans les deux cas, que d^û quarrë vjtitkt CM mètrfe dé 
eàtéy mais ii faut soignemement distinguer les espaces de io mètreê 
quarrét, et iom^fre# 9n quatre ^ par exemple; car l'an indiquf 
nne aire ëquivalente & lo quarr^s d'uik mètre de cètcf ^ et l'antre 
nu seul quarré ayant lo mètres- de cJblé , e% comprenant par 
conséquent loo mètres quarrés. 

L'^usage des mesures décimales simplifie considérablement les 
calculs du toisé. Avec les anciennes mesures, le premier moyen 
qui se présente est de convertir chacun des facteurs , dans les sub- 
divisions de la plus petite espèce qui soit contenue dans les deux, 
afin que le résultat soit exprimé en mesures quarrées ayant cette 
subdivision pour cAté. S'il y a , par exemple , des lignes dans l'un 
àes facteurs , il faut les rédtdre tous deux en lignes ; le produit sera 
des lignes quarrées. Pour remonter à des mesura plus grandes , 
on observera que 

Le ponce quarré Tant la X 13, ou i44 lifn^ quarrées ; 
Le pied quarré 13 X 13; on i44 pouces qnarres; 

La toise qnanrée 6 X 6, on {36 pieds qnarrés j 

et en dijâsant successivement par ces nopfibres , on traduira le ré- 
foltat en toises quarrées, pieds et pouces quarrcs. 

On se servait peu de ce moyen, parce qu'il conduit k opérer sur de 
trop grands nombres ; mais on faisait usage du procédé qui sert h 
effectaer la multiplication des nonibres complexes. Que les deux 
dimensions & multiplier soient, par exemple, . 

^oii»» 5f* ^fo et 3a* 4/»' S^*» ; 

si l'on choisit le premier pour multiplicande, on concevra d^al>ord 
on rectangle ayant 49"'"*' S/"' ^^* de base sur i »<>«'« de hauteur, et 
qai sera par conséquent à celui dont on cherche la mesure j comme 
1' * 33' 4^' Sp^ (i66). U sera permis en conséquence de regarder le 
mnltiplicateur 33' ê^* 5r^ comme un nombre abstrait : or un rec- 
tangle de /j^ 5f^ 'JP^ de base sur l' de hauteur, se décompose dans 
les suivans . 

i«. Un rectangle de 49'^'^'' de base sur i** de hauteur, et con- 
tenant 49 toises quarrées ; 

30. 5 rectangles ayant chacun tr^ de base sur f'de haotevr: ces 
'ectangles se pomment toiges-piedi i il est visible qu'il en faut 6 
jour former la toise quarrée; 

3*« 7 rectangles de i pouce de base sur i' de hautonr : ces rcc- 
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tangles s« nomment toises -pouces ; il en faat «évidemment il pour 
former la toise-piéd. 

En contiauaat de même on arriverait, s^il y avait lieu, aux 
toiseS' lignes y toises -points qui auraient entre elles et avec la 
toise quarrée, les mêmes rapports que les subdivisions Une'aircs 
qui leur servent de base. Les abréviations de ces mesures , en com- 
mençant par la toise quarréo , sqnt 

f . f . f t. pi» , t» po. y t» l* f t. ptm • 

Cela posé, Templpi des parties aliquotes, conformément aux règl^-s 
exposées à la fin du Traité élémentaire d'Arilhmétiquo^ y donn^ 
Topération suivante 

• . 49**» S'-/"' 7'*''* 
3a* 4^ 5 F» 
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Produit total i634'* S*;/»* a'*/»" 3'-' lo'/". 
Excepté la première partie de ce résultat qui est en toises quar« 
rées, les autres soi^ des rectangles; mais leur conversion eu pieds 
quarrées, pouces quarrés, etc. est facile j car 
la toise -pied vaut 6p* X iP* p ou 6 pieds quarrés; 

la toise-ponce , ou ~ piedqnarre, ou 7a pouces qnarrés. 

la toise-ligne , ou 6 pouces quarrés ; 

la toîse-point — , ou l pouce quarré, ou 7a lignes quarrées^ 

Eu multipliant donc respectivement par 6, 4 y 6, f, les toises-pieds, 
toises-pouces, toises-lignes et toises-points, du produit obtenu ci- 
dessus , on trouve 1634 toises quarrées , 19 pieds quarrés , et 
a3 ponces quarrés. 

La toise quarrée et ses parties ne servaient qu^à la mesure des 
petites aires ; les cbamps s'évaluaient en perches et en arpens ; ceî 
dernières mesures ont varié suivant le temps et les lieiix.^ On trouve , 
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dans les tables de Vj^trithmétique^àeva. sortes d'arpens compares 
avec les noQvellesmesares agraires , savoir, Varpent des J^aux et 
Forêts f et P arpent de Paris. L''dn et Tautre étaient composes 
de loopercbes; la perche, qa''on aurait dû nommer perche quarrér, 
était nn qoarré qui , dans Tarpent des Eaux et Forêts , avait 33 pieds 
de côte' y et seulement i8 dans -celui de Paris. Le rapport des per- 
ches, le même que celui des deux arpens , est celui des quamfs des 
nomlMres 33 et 18, c^es^-à^^lire de 464 à 334 » V^ revient à peu près 
au rapport de 3 à 3. 

La perche de Paris ayant 18 pieds, on 3 toises, décote, con te- 
nait 9 toises quarreesj et Tarpent du même lieu, con tenant exac- 
tement 900 toises quarrées , «tait plus commode que Tautre ; mais 
tontes ces mesures sont bien inférieures aux mesures décimales , 
dans lesquelles on les transformera facilement, au moyen des tables 
citées : et d'ailleurs , en convertissant eu mètres et parties déci- . 
malcs du mètre , les dimensions de la mesure proposée , leur pro- 
duit, donnerait le rapport de cette mesure , au mètre quarré. 

II n'est question dans ces élémens, que des figures terminées 
par des lignes droites , ou par àeê circonfén^nces de cercle ; mais 
les formules citées au comm6nccment.de cet article , servent aussi 
dans la plupart des cas de la pratique , au toisé des aires envc^ 
loppées par des lignes courbes , parce qu'en partageant ces lignes 
coQrbes en petites portions, sensiblement droites, on ramène la 
figure proposée à un polygone rectilîgne. 

IX. Les expressions de^ voliimes 

du prisme, no a6o, 
' delà pyramide, no 363, 
du prisme triangulaire tronqué, n^ 365, 
du cône, n» 375, 
du cylindre, n^ 383, 
et de la sphère, n«'3o4 — 3o6y 

étant tontes composées du prodoit d'une aire par une hauteur, dé- 
pendent nécessairement d'un produit de trois facteurs, 'puisque l'àire 
SQ contient, deux j et ce produit revient à l'expression d'un paral- 
lélépipède rectangle ( 367 ) équivalent au corps proposé. C'est dans 
çc sens qu'on dit qu'un volume qnelconquc est le produit de 
3 dimensions» Leur multiplication se fait à Pordinaire, quand 
elles sont exprimées en mesure^ décimales; et le résultat est composé 
d'un nombre entier et de parties décimales d'un cnbe ayant pour côté 
Tuniié linéaire. 

Je prends pour exemple un paiallélépipède rectangle, dont les 
dimensions sont 49"'^54 » i5"^,37, et 8*^,5; le produit G43o,o443 
^eces nombres, fait voir que le parallélépipède propose contient 
G^So cubes de i mètre de c6té, et 443 dix^millicmcs de ce cnhc. 
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Les décimales ënonciîes ci'^essas ne soni rapport<(es qif'h l'onité 
principale, qui cstle cube d'un mètre de côte , et qu^on ncfmme aussi 
mètre cube t si Ton veut les de'composer en parties qui "soieut les 
cubes des parties décimales de Funitë linéaire , il faut remarquer que 
Le mètre cube contient . . . lo x lo x lo, on looo décimèt. cubés , 
Le décimètre cube lo x lo x lo, ou i oùo cèntimèu eubes^ 

et ainsi des autres; que par conséquent ce sont les millièmes, et lès 
millionièmes du mètre cube, qui expriment les décimètres cubes, 
et les centimètres cubes j et en général, les décimales prises de 3 en 3 
qui répondent i àes mesures cubiques. 

Lç résultat 643o,o443 ne renfermant pas un nombre de chiffres 
décitnanx qui soit multiple de 3 , il faut y suppléer par des zéros, 
et récrire ainsi : 

643o , o443oo. 

De cette lîianière , on Pénonce, en disant : 
6430 mètres cubes , 44 décimètres cubes et 3oo centimètres cubes. 
Il est inutile d'entrer dans de plus grands détails sur ce sujet; 
car il sera beaucoup plus commode de s'en tenir à la première 
énonciaiion , pourvu qu'on ait soin de ne pas confondre le 10% 
le ioo«, etc. du mètre cube, avec le décimètre, le centimètre , etc. 
cubes. Les premiers se rapportent à des parallélépipèdes rectangles / 
ayant tous pour base le mètre quarré , et pour hauteur i décimètre, 
I centimètre , été. 

Quand , avec les anciennes mesures , on ne voulait opérer que 
sur des nombres entiers , on convertissait chacun des facteurs du 
volume cherché, dans les subdivisions de la pdus petite espèce qu'il 
y eût dans les trois; le produit se trouvait exprimé en cubes «yant 
cette subdivision pour côté ; en lignes cubes, par exemple , si les fac- 
teurs étaient convertis en lignes. On parvenait ensuite à des qiesures 
plus grandes, en observant que 

Le pouce cube vaut i3 x la x 13, ou 1728 lignes cubes; 

Le pied cube 1728 pouces cubes ; 

La toise cube 6 x 6 x 6, on %\S pieds cuberi ; 

et en divisant, tant que cela était possible, par ces nombres. 

Le plus ordinairement on laissait «les facteurs sous leur forme 
de nombres complexes. En multipliantdeux dos facteurs entre eux, on 
calculait d'abordi en toises quarrées, toisesvpîeds, toises-pouces, etc. , 
l'aire qui devait servir de base au volume cherché ( conféré comme 
celui d'un parallélépipède rectangle ) , puis- on regardait cette «ire* 
comme la base d'un parallélépipède rectangle ayant r toise de hau- 
teur, et étant par conséquent au corps cherché, comme l'unité est 
au troisième facteur, qui alors pouvait être regardé comme nn 
nombre abstrait. H est. visible que, 

\^, f toise quarrée de base sur 1 toise de hauteur forme mi 
cube d'une toise de côté ^ ou une toUe cube ; 
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a*. 1 toise-pied, c^esMt-dire oa rectangle de i toife de long tnc 
un pied de large, ëûnt pris pour base d'un parallâipipède rectangle 
de I coiae de hauteur , ce parallélëpipède a deux arêtes coutigués de 
I toise y et peut ansiî être enrisagë comme ayant x toise quarrëe 
de hase sur i pied de haut ; on lui donne pour cette raison le nom 
detoUe-toise-pud ; ce qui s^ëcrit t» t. pLi il en faut 6 pour former 
la toise-cube ; 

3^. I toise-pouce sur i toise de -hauteur , forme de même un 
par^clépipède de i toise qoanée de base sur i jpouce de haut , 
qu^on nomme toiso-'toise'pouce, qui s'indique pjar t. t* po, '^ il en 
faut la pour former la toise-toise^ied ; 

4^. La m^e progression fournit ensuite des toisct'toises'llgnei, 
on u t. L 9 ioiseê^toiêCS'points f ou t, t, pt. 

Le ToluBie du parallélépipède de i toise de haut , se troure ainsi 
exprimé par un nombre qui se rapporte à des subdivisions assez 
simples; et il ne s'agit plus que de multiplier , à l'aide de^ parties 
aiiqaotcs , ce nombre par la hauteur du parallélépipède proposé. 

Voici pour exemple le parallélépipède rectangle , dont les dimea-^ 
sioas sont 

49» 5»»* 7»^, 3a» i^i 5f», et 5» a/»/ lo^». 

Les ifeux premières déjà employées dans l'article VIII (pagexlij), 
domient pour produit 

i634'» 3»-^' a'F» 3»-' io''P*. 

Un paraliél^îpède construit sur cette base et sur une toise de 
hanteur, contiendrait 

i634'***» 3'-''^' ^t^t.po 3#.<.i lo'*'*^'; 
jniiltipliant ce nombre par 5' a^' io^« , hauteur du parallélépîpètla 
proposé , On aura le Tolume de ce dernier , 

i634**^*» 3'*'*^« a»*»-F» 3****' io''*'f» 
5» aP' 10^» 
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Xlvj SUPPLÉMENT. 

Au lieu de-^, on peut ajouter une unitë aux toises-toiscs-poi&if 
Dans la pratique , on a rarement besoin de pousser les calculs 
jusqu^aux dernières subdivisions, comme je Fai fait ci-dessus , parce 
que leur valeur est presque nulle; et quand il ne s'agit que de 
de'terminer le prix d'un ouvrage , la forme de ces subdivisions esc 
la plus commode 9 cependant on les réduit quelquefois eu mesures 
cubiqpes, et pour cela, il suffit d'observer que 

• 

la toise cube contenant 216 picd« cubes , 
la toise-toise-pied en contient ^-, ou 36, 

la toise-toise-pouce || , ou 3 , 

la toise- toise-ligne ^ .^ > ou ^ , ou 43a pouces cubes , 

(puisque le pied cube contient 1728 pouce» cubes ) , 
la toise-ioise-point ^^ , ou 36 pouces cubes. 

En conséquence , on multiplie respectivement par les nombres 
36,3,^,36, les divers nombres des subdivisions indiquées ci« 
dessus, avec l'attention de multiplier par 433 le reste des toises- 
toises-lignes , si la division par 4 en laissait un , de compter le pro» 
duit pour des ponces cubes, et de l'ajouter à ce que donneront les 
toiseft-toises-points^ Le nombre 

8944***'* 3'«''P^ i*.f.po 8''*' 4«*»'f»», 
-trouvé ci->dessus, devient , 

8944^0^^' cubes, ii3 pieds cubes ^ 144 pouces cubes. 

L'usage des charpentiers était de mesurer les bois , non à la tois« 
cube, mais à la soliue, qu^ils établissaient de 6 pouces d'éguar^ 
rissagc sur la pieds de longueur, c^esi-à-dire formant un parallé- 
lépipède rectangle , dont la base était an quarré de 6 pouces de c6té , 
et la hauteur la pieds Cette base ayant |^pied de c6té, contient | 
de pied quarré; et en multipliant par la hauteur la, on trouve 
3 pieds cubes pour le volume de la- solive. Ce volume , pris pour 
unité, était divisé en 6 parties appelées pieds ete soliue, dont chacune 
valait par conséquent -j pied cube, ou 864 pouces cubes. Le pied 
de solive se divisait encore en la parties appelées pouces de so' 
lifAej et contenant par conséquent chacune 7a pouces cub<a. 

On ^oit que les divisions de la solive suivaient la même loi que 
celles de la toise cube en toisea-toises-pieds, etc. ; et la solive entière 
étant de 3 pieds cubes, se trouve la 7a* partie de la toise cube. 
On peut donc , en ^le multipliant par 7a , Convertir un nombre 
de toises cubes , toises-toises-pieds , etc. en solives et parties de 
solives ; par ce moyen , le toisé des bois rentre dans les règles 
du toisé général à trois flimensions. Il n'était pas difficile non pln9 
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ôt se former des règles particulières pour obtenir îmmddîateiiieac 
le résulta» du toisë eu solives. 

Mai» combien l^uniformitë des mesures nouvelles , qui ramène 
tout an mètre cube, ou stère, et leur subdivision décimale, qui 
rend toutes les opérations semblables à celles qui sVffectuent sur 
les nombres entiers , sont préférables h ces divers procédés quel- 
qu^ingénieux qu'ils puissent paraître. En les mettant ici sous les 
yertx du lecteur , en comparaison avec les calculs décimaux , j'ai 
eu principalement pour but de rendre plus frappant Timmense 
avantage de ceux-ci ; avantage dont il faut espérer que sera con- 
vaincue la génération future, si son é(}ncation est bien dirigée sur 
ce point ; car tant que les ouvriers ne se déferont pas da pied et 
de la toise, qu'ils portent avec eux, qu'ils s'en serviront pour 
prendre leurs mesures, et qu'après avoir fait le calcul suivant ces 
mesnres, ils auront encore , pour se conformer & la loi , à convertir 
les anciennes mesures en nouvelles , il est impossible qu'il» voient 
dans le système métrique décimal , autrecbose qu'une innovation 
importnne. Enfin , il faudrait que tous ceux qui ont des nombres 
à prescrire, soit comme administrateurs, soit comme ingénieurs, 
cbobissent , autant que cela se peut , des nombres rond» , en nou- 
velles mesures, comme on le faisait dans les anciennes. 

Les conversions d'un système dans l'autre , devenant de plus 
en plus rares, s^effectueraient sans peine par les tables dressées 
depuis long-temps pour celaj et quand on n'aurait pas ces tables 
sons la main , on y suppléerait en calculant, par êes dimensions 
exprimées en nouvelles mesures, la valeur du volume que l'on 
vent exprimer par ces mesures. C'est ainsi qu'en formant le cube 
du nombre décimal qui exprime la toise par le mètre, ou aurait 
le rapport de la toise cube au mètre cube. 

Le bois de chau£fage se mesure en le rangeant dans un châssis 
on membrure ; et le" tas prend la forme d'un parallélépipède rec* 
tangle qui a pour base l'aire de cette membrure , et pour hauteur 
la longueur des bûches. La membrure qui déterminait l'ancienne 
corde, avait 8 pieds de long sur 4 pieds de haut, et par con- 
séquent 3a pieds quarrés de surface. La longueur des bûches étant 
de 4 pieds, la corde de bois contenait ia8 pieds cubes : et par ce 
nombre , on en calculerait sans peine le rapport avec le mètre cube 
ou stère. 

Quand les mesures ne sont pas des parallélépipèdes , mais des 
cylindres, comme l'étaient les litrons, les boisseaux, comme le 
sont les litres, leur volume se calcule an moyen des expressions 
propres à cette forme de corps. 
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OBSERVATION. 



Dans la forme de raisonnement adoptée ponr Texposition des £lé.r 
mens de Ge'Qmétne, 

Un axiome est une Terité évidente par elle-même \ 

Un théorème f une proposition à démontrer ^ 

Vncorollaire, une consé^enced'aneprppo^ition déjà démontrée ; 

XJxx problème f une question à résoudre. 

Une proposition qui ne sert que de préparation k une autre, se 
nomme aussi lemme . ' 

Et Ton donne aux remarques le nom de fcholies, 

JU est à propos d'observer qu'un théorème renferme deux parties , 
savoir : V hjrpo thèse ^eila. conoiusion qui en est la conséquence. Il 
n'est pas toujours possible de renverser l'énoncé^ c'est-àrdire qu'en 
prenant la conclusion poi^r hypotbèse, on n'a pas toujours pour con- 
clusion nécessaire l'hypothèse primitive j et cela , parce que.la cou- 
cinsion primitive convient quelquefois à un pins grand nombre do 
casque l'hypothèse : de là vient la nécessité de démontrer les propo- 
sitions inverses, lorsqu'on veut en faire usage. 
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GÉOMÉTRIE. 



JYOTiONS GÉPIÈKALES SUR VÉTEKDVE. 



1 . Ju'espACE gne les corps occupent a trois dimensions, 
qne Ton désigne par les noms de longueur, largeur et 
profondeur on épaisseur. 

Un corps ne saurait être privé de l'une de ces dimen- 
sions sans cesser d'exister ; les limites qui le terminent, 
sans lesquelles il ne peut être conçu , et qui n'ont point 
d'épai3Seur , sont des surfaces. 

Quand un corps présente plusieurs faces » chacune 
a, dans le lieu où elle se joint à une autre , ses limites , 
qui nont ni épaisseur, ni largeur, et qu'on nomme 
lignes. 

Enfin ces dernières ont elles-mêmes, aux endroits où 
elles se rencontrent, leurs limites ou leurs extrémités , 
qDi n'ont ni épaisseur, ni largeur, ni longueur, et qui 
s'appellent points. 

' L'existence de ces diverses espèces délimites ne peut 
être révoquée en doute, puisque ce n'est que par leur 

Géométrie, i3* édition. i 
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moyen que rions jugeons de la figure des corps. Nous 
les considérons^ par la pensée ^^ ofaaoune en particulier , 
en faisant abstraction êtnàe ou de Aevoc des dimensions 
du corps , qui d'ailleurs ne sauraient être anéanties ; car 
comme nous ne pouvons que modifier les formes de la 
matière , nos opérations s'effectuent toujours sur des 
corps ^ et jamais sur des surfaces, des lignes ou des 
points : mais leur résultat s'éloigne d'autant mojns de 
celui du rai^nnement , quô nous apportons plus (|e soin 
à diminuer les dimensions étrangères à celles de la limite 
que nous ayons considérée sur le corps. Par le raisonne* 
ment > nous atteignons cette limite ; par le calcul > nous 
pouvons en approcher indéfiniment , tandis que l'exac- 
titude des opérations mécaniques trouve ses bornes dans 
l'imperfection inévitable des instrumens. 

s. Firrat les lignes , oellft qoi s'offre Ist preftiière est 
la ligne droite , dont on donne une idée nette dès qu'on 
énonce que c'est le plus court chemin pour aller d'un 
point à un antre. 

Dans cette idée se trouve aussi comprise la pos^ilité 
de prolonger la ligne droite indéfiniment au-^Ià de 
chacun des termes qu'on lui a d'abord assignés , et l'im- 
possibilité de le faire de plusieurs manières. 

Il est évident qu'il n'y a qu'une seule ligne droite : 
toute ligne qui n'est pas droite ou composée de plusieurs 
lignes droites , est courbe ; et l'on sçnt qu'il doit y avoir 
un nombre infini de lignes courbes. 

Parmi les différentes surfaces qui terminent les corps , 
on remarque d'abord le plan ou la surface plane , qui 
diffère de toute autre , en- ce qu'on peut y appliquer 
exactement , ou y tracer ime ligne droite dans tous les 
sens ; il ne peut y avoir qu^une seule espèce de plan. 

*route sui^ace qui n'est pas plane ou composée de 
plusieurs plans, est courbe ; et le nombre des surfaces 
courbes est infini. 
J'exposerai successivement les propriétés les -plus 
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remarquables des lignes , des surfaces et des corps , en 
me bornant à celles qn*il est indispensablement néces- 
saire de conn«nître pour étudier àyec frait les diverses 
branches des Mathématiques pures et appliquées. 



i 
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PREMIÈRE PARTIE. 
SECTION PREMIÈRE. 



Des propriétés des lignes droites et des lignes 

circulaires. 



If. s, Pour tonte cette première partie, lei lignes repréfentéet 
êàtkê les %oret sont situées sur un même plan. 

DÉFimnONS ET NOTIONS PRÉUMmAIRES. 

-3. vJn ne considère I dans les élémens de Géométrie^ 
que deux espèces de lignes, savoir : la ligne droite , on 
simplement la droite , qui est le plus court chemin pour 
allerd^mipointàun autre , et IsLcirconférence du cercle, 
ou la ligne circulaire, dont tous les points , situés sur le 
même plan , sont également éloignés d*un autre point pris 
dans ce plan, et qu'on nomme le centre. 

ABfJlg, i'^', est une droite. Il est évident (a) que FIG. i. 
rien ne soppose à ce qu'on prolonge îndéBnimenli la 
droite AB en-deçà du point A et au-delà du point B, et 
qu'elle sera déterminée par deux autres quelconques de 
sespoints , C et D , aussi bien que par les points AetB', 
c'est-à-dire , que si l'on proposait de joindre par une 
droite les points CetD, le trait passerait sur la ligne AB. 

1.. 
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FIG. 2. ABEji^fig. âj est une circonférence de -cercle dont 
le centre est en O. Les droites j4 O, BO, CO , qui me- 
iurentlà distance des points quelconques-^, B, C, de 
cette dernière ligne, aii centré O, et qui sont toutes égales^ 
se nomment lès rayons du cercle; une partie quel- 
conque de sa circonférence se nomme arc i enfin Ton en- 
tend par le cercle la portion du plan terminée de toutes 
parts par la ligne circulaire. 

Il est visible que , pour trouver tous les points qui sont 
à une distance donnée a o du point O , il suffit de décrire 
de ce point , comme centre , et avec un rayon égal à 
ao, une citconFérence de cercle. 

Cela posé, je considérerai d'abord les lignes droites. 

• '4« Mesurer la distance de deux points ou la longueur 
d'une droite, c'est cheitcher combien de fois cette droite 
en contient une autre , prise pour unité, ce qui se fait en 
portant la seconde sur la première , autant qu'il estpos- 
si)3le; et si l'on trouve un reste , il faut tâcher d'évaluer 
ce reste en fraction de la seconde ou de l'unité. 

En général , mesurer une ligne par une autre , c'est 
cHercher le rapport de ces deux lignes , ou chercher s'il 
n'y a pas une ligne plus petite qui soit contenue un nom- 
bre exact de fois dans .l'une et dans l'autre , et qui par 
cpnséquent soit la commune mesure de toutes deux. 
Cette recherche est dont, par rapport aux lignes, ce 
qu'est celle du commun diviseur à l'égard des nombres. 

PROBLÈME. 

5. Deux droites étant données, ttotiuer leur com^ 
mune mesure , ou au moins le rapport approché de 
l'une à f autre, 

FIG. 3. Solution. Soient AB et CDyJig, 3, ces deux droites : 
on portera la phis petite CD sur la plus grande, autant de 
fois Qu'elle pourra y être contenue ; on trouver^ qu'elle 
y est trois fois depuis A jusqu'en E, avec un reste i?^; 
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en sorte que Ton aura 

On portera ensuite sur CD le reste EB, qui 8*7 trouvera 
contenu quatre fois avec un second reste FD, ce qvi 
donnera 

CD = 4EB^FD. 

On portera ce second reste sur EB \ et comme fl sera 
contenu une fois de £en G, avec un troisième reste GB ^ 
on amra 

EBz=:FD + GB. 

Enfiuj G B étant porté sur FD, et s'y trouvant trois fois, 
il viendra , pour dernier résultat ^ 

FD — ZGB. 

En remontant de la valeur de FD k celle de EB, de 
celle-ci à celle de CD, et de cette dernière à celle de 
jiB , on trouvera successivement 

FD=3GB, EB=4GB, CD=iqGB , AB=6iGBz 

doù Ton voit que le dernier reste GB est la commune 
mesure des droites AB et CD ; et puisqu'il est 61 fois 
dans la première « et 19 fois dans la seconde^ il s'ensuit 
que ces droites soi^t entre elles dans le rapport de 6 1 à 1 9 . 
Rien ne doit être plus facile maintenant que d'appli-- 
querce procédé à tout autre exemple. La comparaison 
des restes successifs doit être poussée jusqu'à ce qu^ôn 
en trouve un qui soit contenu; un nombre exact de fois 
dans celui qui le précède, ou qui soit tel , que le reste 
qu'il pourrait laisser dans cette opération , échappe aux 
sens par sa petitesse. C'est ainsi qu'on parviendra ton- 
jours à un résultat au moins approché. 

6. II est évident qu'une droite n'en peut rencontrer 
une statre qu'en un seul point (3). 

7. L'espace indéfini BAC,Jlgr 4 y coiupris entre deu;c HG. 4. 
droites qui se coupent en un point A, et que Ton peut 
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concevoir prolongées autant qu'on le voudra^ se nommt 
angle. Quoique cet espace ne soitpas fermé du côté^C^ 
il est néanmoins bien distingué du reste du plan^ par 
Jes limites AB etAC. Deux angles peuvent différer entre 
eux à cet égard ; la droite AD ^ par exemple , fait évi^ 
demment^ avec AB^\m angle plus grand que celui que 
font entre elles les droites AB et AC. 

On désigne ordinairement un angle par trois lettres ^ 
en mettant au milieu celle qui occupe le point oi| le^ 
deux lignes se coupent , point qu'on nomme sommet de 
Tangle. L*angle formé par les droites AB et AC y test 
l'angle BAC, Quand il n'y a qu'un seul angle dans un 
^oint , comme en a , par exemple , on peut ne mettre 
que la lettre du sommet, et dire l'angle a. 

8. Deux angles sont égaux lorsqu'étant posés l'un sur 
l'autre, ils se recouvrent parfaitement. L'angle hac sera 
égal à l'angle BAC^ si , la droite a b étant posée sur 
AB , de manière que le point a soit sur le point A , 
l'autre droite ac tombe sur A C. Il n'est pas nécessaire , 
pour que régalité ait lieu, que 'les longueurs des lignes 
AB et abyACetac, soient respectivement égales; car 
on sent parfaitement que si dans les portions Ab' etA(/ 
de leurs longueurs , les droites AB et AC se confondent 
avec les droites ab et ac y il en sera de même dans tout 
le reste , lorsqu'on prolongera celles-ci d'une quantité 
sufiîsante (a). 

g. La position respective de deux droites dépend de 
l'angle qu elles font entre elles. Parmi toutes les situa- 
tions qu'une droite peut avoir à l'égard d'une autre qu'elle 
rencontre, la plus remarquable est la situation perpendi-- 
culaire. C'est par ce mot que l'on désigne le cas où une 
riG. 5, droite AC^Jîg, 5, tombant sur une antte AB^î^Xt^ avec 
cette dernière , prolongée en-^eçà du point A en AD , 
deux angles BAC et DAC égaux entre eux : c'est-rà-dire 
tju'alors si on plie la figure !e long de la ligie AC^ la 
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portion ^^ de la droite BD doit se coucher sur Tautre 
portion AD, 

n est évident que , dans ce cas , la droite AC ne 
penche ni vers D , ni vers B, 

Les angles BA C et CAD sont nommés angles droits, 

T*optangie moindre qu'un droit se nonuue angle aigu, 
L*an^ BAE eetVLn angle aigu. 

7cut an^e plus grand qu'un droit se nomme angle 
lAtus. L*angle i^^ F est un angle obtus. 

Il est visible qu'un angle droit doit en couvrir un 
antre ; que l'ange droit AB'I/, fig, 6 , par exemple^ MG ô- 
étant placé sur Tangle droit ABD , doit le couvrir exac- 
tement. En effets si Ton prend AB-=zAff^ et qu'on 
porte ensuite la figure ACIf sur ACD , en faisant 
coïncider les points A et B^ , avec les points A et B , 
le^ droites AC et AC^ se couvriront parfaitement, puis- 
q^*on n'en peut çiener qu'une seide entre deux points 
donnés ; et si la Iig^e B'J/ ne tombait pas dors sur 
B D , mais prenait une position Bd , les angles ABfD^ ^ 
ï/BfC^ représentés par ABd^ dBCy.ne seraient pas 
«gau^, et ne seraient par conséquent pas droits. 

to. On voit , à l'inspection seule de la figure 5 , que FIG. 5« 
la somme de tous les angles BAE , EA C , CAF, FAD, 
ma!oa peut faire du même côté d'une droite et autour 
d'un de ses points pris pour sommet , équivaut toujours 
à deux droits , en quelque nombre que soient ces 

11. Lorsqu'une droite AE tombe sur une autre 
droite prolongée de chaque côté du point de rencon- 
tre , elle fait , avec cette autre , deux angles EAB et 
EADy qui, réunis ensemble , valent deux droits. 

Denxdroites^Z>et£F,^gf. 7, qui se coupent, étant FIG. 7. 
prolongées au-delà de leur point de rencontre A , for- 
aient autour de ce point quatre angles qui sont opposés 

par lesommet deux à deux, savoir ; EAB à F AD, EAD 
à FAB. 
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THÉORÈME. 

la. Les angles opposés parle sommet que formant 
deux droites en se coupant, sont égaux. 

Démonstration. En effet, il résulte du numéro précé- 
dent, que la somme des angles BAE et DjiE , placés 
du même côté de la droite DB, est égale à deux droits» 
et que celle des angles DjiE et DAFy placés du même 
côté de la droite EF, est, aussi égale à deux droits 5 
ainsi les angles JSjéE et DAE réunis , équivalent 
aux angles DAE et Z>-r^F' réunis. Retranchant de part 
et d'autre l'angle commun DAE, il re^teral'angle BAE^ 
égal à Tangle DAF, qui lui est opposé par le sommet. 

On démontrerait de même que l'angle DAE est égal 
à BAF. 

i3. Corollaire. Il suit de la proposition précédente , 
FIG. 8 que si l'on continue au-dessous de AB ,Jlg. 8, la droite 
AC, qui fait ayec DB deux angles droits , CAB et CAD^ 
son prolongement AE fera encore , de l'autre côté d« 
^j9, deux angles droits, BAE et DAE , puisque ces 
angles , étant opposés par le sommet aux angles CAD 
et CAB, qui sont supposés droits , seront eux-^mêmes 
droits (9). 

Il résulte encore de là que CE étant perpendiculaire 
sur DB , DB l'est aussi sur CE. 

Si maintenant oit mène par le point jf tant de droites 
FG, HI , etc. qu'on voudra, il est visible que la somme 
de tous les angles BAF, FAÇ , CAH ,^ H AD , DAG, 
GAE, EAJ, lAB , que ces droites feront entre elles , 
ne composera jamàiaque quatre angles droits. 

14. On ne peut enfermer un espace par un nombre 
•de droites moindre que trois. Cet espace se nomme 
triangle. Les lignes qui le terminent se coupent deUx à 
FIG. 9. deux , et forment trois angles : ABC , fig. 9 , est un 
triangle dont les côtés sopt AB , AÇ , BC ^ et W 
trois angles son^^, B , C. 
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Les premières propriétés du triangle servent de base 
atout ce qui regarde la situation respective des droites : 
3 faut donc les faire connaître avant d*aller plus loin. 

i5. Remarques. Puisque la ligne droite AB',eÉt 
le plus court chemin pour aller du point ji au point 
B, il s'ensuit que la sonmie des deux autres côtés A C 
etBCdu triangle ABC » surpasse AB ; et Ton vierra 
de même que la somme de deux côtés quelconques d^DDi 
triangle surpasse toujours le troisième. 

Hais si Ton prend dans l'intérieur d'un triante ABC^ 
un point quelconque £^ et qu'on tire les droites AE et 
EB , la somme de ces droites sera moindre que celle 
des droites AC eiBC qui les enveloppent. En effet, si 
l'on tire par le. point E une droite GF, qui coupe eu 
même temps les deux droites AC et BC, on aura 

GF<CGC+CF; 

doà il stut que le contour AGFB sera moindre que la 
soilmie des droites AC et CB. Par la même raison | 

AE<AG^GEyEB<EF+FB', 
donc AE+EB<CAG+ GE+EF+FB, 

on plus petit que le contour AGFB^ et par conséquent 
à plus forte raison plus petit que la somme des droites 
AC et BC. 

On distingue six dioses dans un triante , savoir , trots 
aa^es et trois côtés. Il y a entre ces six choses des rela- 
tions nécessiûres qui sont contenues dans les propositions 

suivantes. 

THÉORÈME. 

iG. Lorsque deux triangles ont un angle égal corn-' 
pris entre deux côtés égaux, chacun à chacun, ils sont 
égaux dans toutes leurs parties. 

Si f angle Cdu triangle ABC,Jlg. i o, est égal à l'angle FIG. lo. 
C du triangle jfffC^ et que les côtés AC et BC , qui 
comprennent le premier de ces angles , soient respecti- 
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yçmeat égaux aux côtés J!C. et ÏÏC , qui comprennent 
le second, le triangle J[BC$era égal au triangle AB'C 
dans toutes ses autres parties; c'est-à-dire que l'angle A 
fiera égal à l'angle A\ l'angle B à l'angle Bf ^ et le côté 
AB au côté A&. 

. Démonstration* Si l'on porte le triangle AÎCB' sur 
le triangle ACB , de manière que le côté A' C tombiç 
çur ^C , en mettant le point C sur le point C, le point 
A se trouvera sur le point A y puisque AC =AC', de 
plufi, les angles ACBetACB', étant égaux par l'hypo- 
thèse, se couvriront exactement, et le côté C-5' tombera 
par conséquent sur le côté CB: enfin le point B^ tombera 
^ur le point i?, puisque CB^=CB. La droite A'B.^ . 
ayant $qs deux extrémités sur celles de la droite AB^ sf 
confondra avec elle; le triangle A' OB' couvrira donc 
exactement le triangle ACB , et lui sera parfaitement 
égal. 

n est important de remarquer que les côtés égaux , ou 
peux qui se couvrent lorsque les deux figures sont posées 
Tune sur l'autre y se trouvent opposés à des angles égaux 
dans chacun des triangles; ainsi, >^'i^, qui se confond 
avec AB , est opposé à l'angle C égal àTangle C. Il en 
est de même dans les propositions suivantes. 

17. Corollaire. Un triangle est entièrement 4étermiBé 
par l'un de 3ea angles et les deux côtes qui le dom- 
prennent, puisque quand deux triangles sont éganx 
dans ces parties , ils le sont dans toutes lies autres. Oa 
peut encore se convaincre de cette vérité, en ob&eryànt 
que lorsque l'angle C est donné , la situation respective 
des cùtéaAC et CB l'est aussi ; et si l'on a de plus leur 
longueur, qui fixe les points -^ et -5, on ne peut joindre 
ces points que par la seule droite AB ^ et OU n'obtient 
ainsi que le seul triangle AB C. 
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THÉOIÈME. 

16. Lorsque deux triangles ont , chacun à chacun^ 
un côté égal adjacent à deux angles égaux ^ ces trian^ 
gles sont égaux dans toutes leurs parties^ 

Si le côté ^ ^ du triangle ABC est égal au côté jfff 
du triangle AffC ^ et que les angles CAB et CBA du 
premier triangle soient respectivement égaux auic angles 
CA^Bf et CBf A du second y ces deux triangles seront 
égaux en tout. ' 

Démonstration. Pour reconn^tre la vérité de cette 
proposition , il faut concevoir que le triangle AVC soit 
posé sur le triangle ABC, de manière que le côté jfB^ 
soit placé sur son égal AB , savoir , le point A sur le 
point A, et le {)oint B' sur le point B. Il suit de l'égalité 
des angles CAB et CA'B", que le côté A'C doit tom- 
ber dans la direction du côté AC ; de même les angles 
CBA et CB'A' étant égaux, le côté CB* tomberadans 
la direction de CB, et le point C, commun aux ^eux 
côtés C A eX. OB' y se trouvera par conséquent sur le 
point Cy commun aux deux côtés CAet CB: les deux 
triangles se couvriront parfaitement , et seront donc 
égaux dans toutes leurs parties. 

THÉORÈME. 

ig.Siles cotés A'B' et VC du triangle A'B'C, Eg. n , FIG. i u 
sont respectivement égaux aux côtés AB et BC du 
triangle ABC , et que f angle B'^ compris entre les deux 
premiers , soit moindre que l'angle B , compris entre les 
deux derniers , le côté A^C', opposé à Sangle "B' dans le ■ 
triangle AfVC, sera moindre que le côté AC^ opposé à 
t angle B dans le triangle ABC. 

Démonstration, £n effet, lorsqu'on place le triao^ 
A!B'C sur le triangle ^j^C, en posant -^'^ sur AB, le 
point C ne peut prendre quç les trois positions repré- 
sentées en C àasks les numéros 1 , n et 3 de la figure* 
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Par la première , dans laquelle il tombe sur le c6ti 
jiC , il est évident que j4C, qui représente ufC, est 
moindre que j4C. 

Par la seconde , qui suppose le point C au-dedans do 
triangle jiBÇ , on aurait 

A<r + BC<AC'^BC (i5), 
d où il résulterait encore 

puisipie BCf qui représente B'C , est égal à BÇ, par 
rhypothèse. 

Enfin dans la troiaième position , le point C étant ex* 
térieyrau triangle ^^C, on aurait 

Aa<OC-^OA, BC<0B + O<), 

d'où Ton conclurait 

AC+BC< OC + OA+OB^ OC, 

ce qui revient d'abord A ' 

A(y^-BC<: AC+BC, 

puisque OC-i-OB^BC, OA+OCzz^AC-, et re- 
tranchant ensuite de part et d'autre leslignes égales B C 
et BC, il resterait toujours 

AC ou A'C<AC. 

Qo, Corollaire, Il suit de là que deux triangles dont 
les trois côtés sont égaux chacun à chacun^ sont égaux 
dans toutes leurs parties; car si les côtés ABy AC, BC, 
FIG. 10. du triangle ABC,Jig, i o^ sont respectivement égaux aux 
côtés A' B", AC e t ^ C, du triangle Â& C, l'angle com- 
pris entre deux côtés quelconques du premier , sera égal 
à l'angle compris entre les deux côtés égaux à ceux-ci 
dans le second. Si, par exemple , l'un dest deux angles 
B eX.B' était moindre que l'autre , l'un des côtés AC et 
AO serait aussi moindre que l'autre (n® précéd. ) i^ ce 
qui èàt contre rh3rpothè8e : donc les triangles AB Cet 
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A Bf C ont ea même temps lems cdiés et leors anglei^ 
égaux chacun à chacun , et sont par conséquent égaux 
€n tout (16 ou 18). 

PROBLlËiME. 

ai. Les trois cSiés d*un triangle étant donnés sépa- 
rément , décrire le triangle. 

Solution. Soient ilf, N,P,Jig. la, les trois lignes don- f'IG la» 
nées ; ayant pris la première pour former le côté A B , 
on décrira du point A , comme centre , et d*nn rajron 
égal à I4 seconde ligne N^ un cercle CDC, puis du 
point B^ comme centre , et d'un rayon égal à. la troi-« 
sièmeligneP^ unautre cercle CJ?C^. Leurs circonférences 
se couperont en deux points ^CetCy situés Tun au-dessus 
àe AB, et Tautre au-dessous. En joignant chacun de ces 
points avec les extrémités de la ligne AB ^on formera 
deux triangles qui satisferont à la question , puisqu'ils 
auront leurs côtés respectivement égaux aux trois,ligpes 
données. 

as. Bemartfues, Si Ton prenait trois lignes au hasard, 
il pourrait arriver que les circonférences des deux cercles 
décrits ne se rencontrassent pas. Cette circonstance au« 
raitlieu^ 1®. dans lecasoùjP -|-iV serait moindre que Jf; 
en effet, il est visible, et on le prouvera d'ailleurs dans 
la suite^ que deux cercles ne peuvent se couper qu'autant 
que la distance de leurs centres est moindre que lasomme 
de leurs rayons : a®, dans le cas où l'un des cercles 
embrasserait l'autre , c'est-i-dire , où l'on aurait 

AD>AB+B F, on N>M+P. 

Ces deux cas sont compris dans la condition générale , 
qae la somme de deux côtés quelconques d'un triangle , 
est toujours plus grande que le troisième^ et qu'on 
peut simplifier en l'énonçant ainsi : La somme des deux 
pluspetits câtés d'un triangle est toujoursphisgramde que * 
le troisième. En effet^ la condition N-^-P^M doit suffire 



l4 £ L ê M E Iir s 

lorsque JfV et P sont moindres que My puisque dans ce 
CûJè , les conditions N+M^P et P+M^N, sont né- 
cessairement remplies. 

La solution du problème précédent , qui met en état 
de construire un triangle igal à un autre y en faisant 
usage des côtés de ce dernier , offre le moyen de faire 
un angle égal à un autre. 

PHOBLÈMÊ. 

a3. Pat un point donnée pris sur une ligne donnée , 
faire un angle qui soit égal à un angle donné. 

FIG. iX Solution. Soient, fig. i3, C-^5 l'angle donné, jfB'la 
droite sur laquelle on veut construire le nouvel angle qui 
doit avoir son sommet en -^ ; je prends sur les côtés du 
premier, à partir du sommet, deux distances, ABet 
A C y égales entre elles , et je joins , par une droite , les 
points Cet B, où elles se terminent. Portant ensuite^ B 
de -</ en ^ , je n'ai plus qu'à décrire sur ^'-fi' un triangle 
dont les deux côtés A^ C etB'C soient respectivement 
égaux à ACetkBCyCe qui se fait en marqnantl'une 
des intersections C^ des circonférences des cercles décrits 
avec les rayons ACetB C, des points A' et B' comme 
centres (*). Tirant A' C\ Yan^le C A' B' sera égal à 
l'angle CAB, puisque les triangles CAB et C A' B' 
sont égaux par construction (21). 

PROBLÈME. 

24- ^" triangle étant donné, en construire un autre 
qui lui soit égal^ en employant à la construction de cet 
autre un angle du premier et les deux côtés qui le com-' 
prennent. 



(*) l^ur simplifier la figure , oti n^a point tracé les circonférences 
entières , comme dans la figure 19 , mais seulement les portions toi- 
sincs de Tintcrscction cherchée. On en usera toujours ainsi désormais. 
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Solution, Si cet angle et ces côtés sont 1 angle C et les 
droites A Cet BC, du triante jiBC,fig, lo, on fera sur *'^G- '«^ 
?a droite A Cwn angle C égal à C ; pnis on prendra sur 
les côtés A' C etC ff ^ à partir du point C , des distances 
égales à A Cet à BC, qui déterminerontles poînts-^^ et^; 
joignant ces points par une droite , on formera le triangle 
ACB^ égal au triangle ACB , parle numéro i6. 

PROBLÈME. 

s5. r/in triangle étant donné, en construire un autt^e 
qui lui soit ésal, en employant à la construction de ce 
dernier un coté du premier et les deux angles adjacens* 

Solution. AB étant ce côté , A et Blea angles adja- 
cens, on prendra sur la droite^ jfi' une partie A Bf-^AB*^ 
on fera , aux extrémités de AB' , les angles A et ff^ 
respectivement égaux aux angles A et B, Ayant ainsi la 
direction des droites AC et ffC, en les prolongeant 
jusqu'à oe qu'elles se rencontrent en C ^ on formera le 
triangle ^^C!^ égal au triangle u/i9C^ par le numéro 18. 

DES LIGNES PERPENDICULAIRES ET DES 

OBLIQUES. 

THÉORÈME. 

a6. Les lignes KC et Ch i fig. 14 > qui partent d'un FlG.i4* 
point quelconque C de la droite CD , perpendiculaire 
jur AB, et qui s* écartent également du pied de cette • 
perpendiculaire , c'est--à*^re du point D où elle ren- 
contre la ligne AB , sont égales ; et celles qui s'en écar^ 
tent le plus sont les plus longues. 

Démonstration. Puisqu'on suppose que les distances 
AD etDB sont égales entre elles, que, parla nature dfe 
la perpendiculaire , les angles CD A et CDB sont 
égaux (9), «tqu'enfin la ligne CD estcommune aux deux 
triangles A CD et DCB, il s'ensuit que ces triangles ont 
un angle égal comprb entre des côtés égaux chacun à 
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chacun, et font par conséquent égaux (16) : donc 
BC=: AC ; donc les lignes AC et BC , qui s'écartent 
également de là perpendiculaire CD, sont égales entre 
elles. 

Si Ton tire par le point C la droite CE , qui s'écarte 
plus de CD que ne le fait CA , qu'on prolonge CD au- 
dessous de AB y d'une quantité CD=zCD , et ^u'on 
tire les droites AC et CE , on aura 

CE + CE> CA + CA (i5). 

Mais les triangles CAD et CAD seront égaux , en 
vertu du numéro 16, puisque les angles ADC et ADC 
sont égaux (i3), que tes côtés CD et CD sont égaux 
par'constniction, et que le côté AD est commun à cea 
deux triangles; on aura donc 

CA — CA. 

On prouvera de même que CE'^=^ CE, et il en résultera 

2CE>qCA ou CE>CA, 

ce qui montre que les lignes qui s'écartent le plus de la 
pei^pendiculaire sont les plus longues. 

37. 1" Corollaire. Les lignes CA , CB, CE, se 
nomment obliques , par rapport à la ligne AB ; et l'on 
dit en conséquence que les obliques qui s' écartent égale' 
ment de la perpendicuUâre , sont égales ,■ et que celles 
qui s* en écartent le plus sont les plus longues : d'où îi 
résulte évidemment que si deux obliques sont égales , 
elles ne tombent pas du même côté de la perpendicu* 
laire, mais qu'elles s'en écartent également de chaque 
côté de son pied. 

a8. fl« Corollaire, H suit de là, 1°. que la perpendicu- 
laire CD est la plus courte de toutes les lignes que l'on 
peut mener du point C sur la droite AB, et est par 
conséquent la mesure naturelle de la distant entre ce 
point et cette droite : 
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3*. Qu'elle a tous se$ points à égale distance des points 
AetB', car si Ton prend sur sa direction un point quel* 
conque F , on aura encore 

AFr=:FB : 

3**- Qu'un point quelconque G, pris hors de la perpen- 
diculaire , est inégalement éloigné des points JletB; car 
on a 

£G<:BF+FG, 

d'où BG<:^AG, 

puisque BF=AFetAG=AF+FG: 

' 4°. Enfin que d*un point à une droite, on ne saurait 
tirer trois droites égales. 

PROBLÈME. 

ag. Mener sur la ligne AB, fig. i5, une perpendicu- piG. i5. 
bdre qui la partage en deux parties égales. 

Solution.JyespoîntsAetB, pris successivement pour 
centre , et avec une ouverture de compas plus grande 
que la moitié^ AB , on décrira deux arcs de cercle, CF 
et CE , qui se couperont en un point C. On fera la 
même chose au-dessous Ae AB\ et joignant les points C 
et C, la droite CC sera la perpendiculaire demandée. 
En eJFct , les triangles CBC et CAC sont égaux , 
comme ayant tous leurs côtés égaux chacun àchacun(ao) , 
puisque A Cp=iB C , AC-^.B C, et que CC est com- 
mun aux deux triangles; les angles ACD %tD CB sont 
donc égaux entre eux. Les côtés ACet CD , CB et CD 
qui les comprennent dans les triangles A CD et DCB , 
étant respectivement égaux , ces derniers triangles sont 
égaux par le n*' i6 : donc Tangle AD C est égal à Tangle 
BDCy et par conséquent droit ; et de plus, à cause de 
AD = BD , le point D est le milieu de AB. 

PROBLÈME. 
3o. Par un point donné D, fig. i6, sur une droite FIG. iC. 
AB , élever une perpendiculaire à cette droite. 
Géométrie. i3* édition. ' s 
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Solution. De part et d'antre du point D de la ligne 
AM j par lequel on veut élever la perpendiculaire , 
on prendra des distances égales, jiD et BD * et^es 
. points AetBy avec des rayons égaux , on décrira les deux 
arcs de cercle CF et CEy qui se couperont au point C : 
ce point étant joint avec le point D , la ligne CD sera 
perpen<£culaire sur AB . £n effet , les droites AC et 
CB étant égales , ainsi que les parties AD et DB , les 
triangles ^CD eïBCD , ayant, en outre un côté com*- 
mun^ CD^ sonHégaux; et par conséquent ADC=^BDC. 

PROBLÈME. 

FIG. 17. 3i. Par un point donné C , fig. 17, pris hors d'une 
droite AB , abaisser une perpendiculaire sur cette droite. 

.9o/zUÛ>it.Du pointe, commecentre» et d'un rayon pris à 
volonté , mais cependant ]^us grand que la plus courte 
distance du point C àla dbroite AB , on décrira un ^ arc 
de cercle qui coupera AB aux points A et B\ on prendra 
ensuite ces points pour centres , et avec la même rayon , 
on décrira deux arcs de cercle qui , se coupant en C , 
détermineront un second point de la perpendiculaire 
demandée CC En effet, les points--^ et B étant, par 
construction , également éloignés du point C , et égale- 
ment éloignés du point C , on prouvera , comme dans 
le numéro 29 /que les angles ADC et BDC sont droits; 

THÉORÈME. 

3a. Ç'un point C pris hors d'une droite AB , on ne 
peut abaisser sur cette droite qu'une seule perpendicur- 
taire CD- 

Démonstration. Les obliques AC etBC déterminées 
dans le problème précédent , étant égales , doivent s'é- 
carter également de la perpendiculaire (27), qui ne 
peut passer par conséquent que par le point D, milieu 
de rintervaÛc AB ; or par les points C et i!7 , on ne sau- 
rait mener que la seule droite CD , e| toutes les obliques 
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qtn servant égale» ieiat i dtvtx, cpMlIe que ^it d'ailleurs 
teinr longeeur , ne pffamùût rencoittrer ^^ , ^*à des 
d^tancea* égaies ^ point D, En effet si cela n'était pas 
potrr le9 obliqaes EC et FC, par exemple , et que 
DF>DE, on ponmdt prendre DF'z^DE, et tirer 
i^6?, qui ser^t égale à CE; li se trouverait alors du 
Hiêmé côté de la perpencKeulaire Ci>, deux oblique» 
égalesfy ee qm est impossible ( a/) : donc Tare de eércle" 
décrit du rayon CE doit afossi rencontrer jiB en F\ 
et par conséquent la perpendiculaire CD est unique^ 

Quand le point d*où Ton doit mener la perpendicu- 
laire^ est pris sur la ligne proposée^ le théorème est 
évident (9).^ 

33. i«r Coroilaire. H suit de là que deux droites^ Z>£ 
etFG^ perpendiculaires aune m^me droite AB,Jig: 18 , FIG. itf. 
ne se rencontrent poi&t^ quelque prolongées qu'on les 
suppose , soit au-dessus, soit au-dessous de cette droite; 
car si eDes se rencontraient , on pournûr ^ du point où 
elles se coupent, abaisser deux perpendiculaires sur la 

droite j4B , ce qui est absurde. 

* 

34* A^ Corollaire- Il suit encore de la^ même proposi- 
tion, 1°. cpie deux triangles jiBC, A'B^C ^fig. 19, fIG. ig. 
qui ont chacun un angle droit , Fun en A^ Tautrè en A* , 
sont égaux lorsque leurs côtés BC et B^C , respective- 
ment opposés aux angles droits, ainsi qu'un de leurs - 
anbres angles ^^ ^ et B^, par exemple , sont égaux. 

£n effet, sx l'on porte le triangle AB'C sur le triangle 
ABC^ en plaçant Tangle B' sur langle ^, le côté BfC 
Couvriraesactement son correspondant ^ C ; le côté A' B ' 
tomb^a>daus la direction de AB\ et si le côté A' C , 
dontl'extrémité C se trouve sur le point C, ne s'appli- 
quait pas exactement sur AC^ il s'ensuivrait que l*ori 
pourrait abaisser du point C deux perpendiculaires sur 
AB^ confondu maintenant avec A' B' , quant à sa direc- 
tion. 

2.. 
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. a*. L'égalité des mêm^s triangles aurait encore lieii , 
si les côtés u4C et J3C étaient respectivement égaux aux 
côtés ji[C et B^C ; car en posant un de ces triangles sur 
lautre., de manière que A^C fût sur u4C , le côté jfB^ 
tomberait alors sur j4B , parce que les angles BAC et 
ff AC sont égaux comme droits ; les côtés BC et &Cf 
devenant des obliques égales , placées d'un même côté 
de la perpendiculaire AC , s'en écarteraient également , 
et tomberaient par conséquent l'ui^ sur l'autre. 

35. Remarques. Le premier des cas d'égalité , démon- 
tré ci-dessus par rapport aux triangles qui ont un angle 
droit , a lieu également par rapport aux triangles quel- 
conques, qui sont égaux dès qu'ils ont deux angles égaux 
chacun à chacun , et un côté égal , opposé au même 
angle dans l'un et dans l'autre ; mais ce cas n'est pas 
nécessaire pour ce qui suit , et il résulte d'ailleurs* d'une 
proposition démontrée plus bas (5 x ) . 

n n'en est pas de même du second. Si dans les triangles 
FIG. 20. ABCetA'B'Cjlg.QOyOmLJ^Jf,AC^A'C,BC:^B'a, 
que l'angle A soit aigu , et que AC surpasse CB , on n'en 
pourra pas conclure que ces triangles soient égaux; car 
ayant abaissé , dans le triangle A^B'C , la perpendicu- 
laire CD' , on trouvera de chaque côté de cette perpen- 
diculaire, deux obliques, CB' et CB" ^ égales entre 
elles. Les triangles C A'B' et CA'B" , entré lesquels 
Fangle A' et le côté A'C sont communs, rempliront donc 
les conditions données ; mais il n'y en a qu'un qui soit 
égal au triangle ABC : celui dans lequel l'angle B' est 
damême espèce que l'angle B , c'est-à-dire aigu, dans le 
cas de la figure . Il est d'ailleurs visible que l'angle CB^A^ 
est obtus , puisqu'il repose sur la même droite qtie l'an- 
gle CB"B'=CB'B\ 

THÉORÈME. 

3G. Lorsque deux côtés d'un triangle sont égaux , les 
angles opposés à ces côtés sont égaux; et lorsqu'ils sont 
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inégaux , le plus grand des deux est opposé au plus 
grand angle. 

Démonstration. Si dans le triangle ABCyJig. 21, les FIG. ai. 
côtés AB et BC sont égaux entre eux, la perpendicu- 
laire abaissée du point B sur le côté AC^ passant parle 
milieu D de ce côté (3a), patlagera le triangle -^i9C en 
deux autres, qui seront égaux entre eux (x6), puisque 
Tangle droit BDA de l'un sera compris entre les côtés 
AD et BDy respectivement égaux aux côtés DO et 
BD ^ qui comprennent Tangle droit ^I>C de l'autre; 
l'angle A sera donc égal à l'angle C. 

A l'égard du triangle ACE , dans lequel les côtés AE 
et EC sont inégaux , il est évident que le point E , où 
se coupent ces deux côtés, doit tomber hors de la per- 
pendiculaire BD, vers celle des extrémités de AC dont 
il est le plus près (28), et par conséquent dans Tangle 
FDC. Gela posé , en tirant BC^ on formera le triangle 
AB Cy dont les angles B CA et BAC seront égaux, d'après 
ce qui précède, puisque les côtés opposés AB et BC, 
le seront comme des obliques qui s'écartent également 
de la perpendiculaire ; mais l'angle BCA étant intérieur 
à l'angle ECA-y il s'ensuit que ce dernier, opposé au côté 
AE , surpasse l'angle EAC, opposé au côté EC plus 
petit que AE.. 

5j. Corollaire. Il suit de là que si deux angles d'un 
triangle sont égaux entre eux, les côtés opposés à ces 
angles sont égaux entre eux; car s'ils étaient inégaux , 
l'angle opposé au plus grand des deux serait plus grand 
que l'autre angle, ce qui est contre rhypothè$e. 

Les mêmes raisonnemens prouvent aussi que quand 
deux angles sont inégaux, le plus grand des deux côtéj^ 
est celui qui est opposé au plus grand des deux angles ; 
puisque l'inégalité des angles entraîne celle des côtés , 
et que quand deux côtés sont inégaux, l'angle opposé au 
plus grand côté est toujours le plus grand. 
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&An , quand les troi« côtés d*un triangle sont égau^:^ 
les trois angles sont égaux^ et réciproquement. 

^8. Les tq^i^les dont les côté^ sont inégaux, se 
nom^ient scalènes; ceux qui ont deux côtés égaux , se 
nomment isoscèJtes; et ceux dont les trois ôôtéssont égismx 
se nomment équilatéraux. 

THÉORIE DES PARALLÈLES. 

Sg. J>eux droites qui^ quoique situées dans le même 
plafi^ne se rencontrent pas, sont dites parallèles entre 
elles. 
FIG. 18. Deux droites , DE et FG , Jtg. 18 , perpendicidaires 
à une même droite AB y sont donc parallèles entre 
ellejîÇSS). 

j^o. Remfwque. Tout ce <ju*qû va lire repose sur Iql 
yérité des proposijtiojis suiiKjantes, dont l'évidence sexnble 
t^m ^Qiédiatiexa^t & la potion quç nous avons de la 
FIG. ax ligpe .droite. i°<- .Si par le ppint Dyfig. 22 , on mène 
une droite BB^ , qui fasse , avec la ligne DB^ wn angle 
BDB^ moindre cpie le droit EDB ^ ou qui soit inclinée 
yers la partie FG de la droite GG' perpendiculaire sur 
AB y ^Ue rencontrera GG' lorsqu'elles seront suffisam-. 
ment prolongées l'une et l'autre au-dessus de AB \ 
2®. si, par le même point i>, on mène la droite II' y qui 
fasse, avec DB y l'angle IDB plus grand que le droit 
EDBy coinme elle fera au-dessous de -^5, l'angle FDB 
moindre que le droit EDBy elle inclinera ver? la partie 
F G' de la droite GG et rencontrera par conséquent 
cette droite prolongée suffisamment au-dessous de AB. 

pe là résulte cette proposition , l'un des fondemens de 
la .théorie des, parallèles : um droite gui'est perpeadi'- 
culaire à un.e autre y e^t rencontrée por toutes celles qui 
sont obliques sur cette autre; et il iiy/xpar conséquejU^ 
sur un plan, que les droites perpendiculaires à une Tnêmç 
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ligne qui ne se rencontrent pas ou qui soient parallèles 
entre elles (*). 



(*) C*«8( dani la difl&ciilcé de prouver immédiatement cette piopo- 
sitioQ , que rcside Timperfectioa de ia théorie dos paiallèlef. Beau- 
coup d'auteurs ont fait, pour en Tenir h bout, des efibrtt inntilea \ et 
d'antres , comme Bézout, ont dissimulé le TÏce du raisonnement, ce 
^i me semble coniraûpe au devoir rigoorenz <pie a^impoee tout 
auteur d'ourrages élémentaires , de ne donneriamaia que dea notioas 
exactes, et surtout d'en faire connattre' avec soin Torigtne. J^ai 
jugé convanable de mettre en éridence ce point délicat , en for- 
mant , à Tesemple d'Enclide , une demafuh , mais que je crois plus 
aisée à accorder que la siemie , parce qu'elle présente la difficulté 
réduite h ses moindres termes. ( Voyez dans les EtgaU *9r VEn^ 
teignement , le paragraphe des Elémens de Géométrie. ) 

PInatears Giéoiiiètreé OQt essayé de prouver la vérité de cette de- 
mande, soif diraetement» soit en transposant la difficulté; presque 
tous sont tombés dans de très grandes longueurs , ou dans rinco»- 
vcnicnt de compliquer par des raisonnemens obscurs , des propo- 
sitions dont la prenre directe est extrêmement simple. On doit 
cependant excepter de ce reproche la démonstration donnée par 
M. Bertrand; elle m'a paru la plus simple et la plus ingénieuse 
de tontes celles que je connais; en voici le fond. 

Ucst d'abord évident que si on ajoute on angle quelconque edh 
im nombre suffisant de fois & luh-méme, comme le rnoolXe la fig. a3, FIG. al. 
en hdh\ Kàh\ ICdh"' , hr'dh"" , on panicndra toujoun à 
former un angle total edh"" plus grand que l'angle dioit edb ; mais 
si Ton élève sur la droite DB les perpenaicnlaires D^ et FG , pro- 
longées indéfiniment , on formera une bande indéfinie EDFG , qui 
ne saurait remplir l'angle droit EDB, quelque nombre de fois 
qu'elle soit ajoutée à elle-même. En effet , si l'on prend EKz=DEt 
et qu'on élève KL perpendiculaire sur ^B , que l'on plie ensuite la 
figure le long de FG, la bande EDFG couvrira exactement la 
bande GFKL-^ car les angles GFD , GFK, étant droits, la 
partie DF tombera sur FK \ et comme DF^s.FK par construction, . 
le point jy se placera sur le point iST ; de plus, l'angle FKL étant 
droit aussi bien que EDF , la ligne DE se placera sur KL* Cela 
posé , puisqu'on peut prendre sur la droite indéfinie DB autant 
qu'ion voudra de parties égales à DF , sans arriver & son terme , on 
formera un nombre aussi grand qu'on voudra de bandes égalés h 
EDFG , sans pouvoir couvrir l'espace indéfini compris entre les 
deux câtés de l'angle droit EDB. Il suit de là que , considérées 
Tclativemcnt k leurs limites latérales, la surface de l'angle edh est 
pins grande que eclled^ ia bande EDFG Si donc on construit dans 



24 É L Ê M E N s 

ÏHiÉORÈME. 

FIG 24. ^^' Lorsque deux droites, DE et FG, fig. 24, sont 
' parallèles, toutes les droites , telles que LM , qui sont 
perpendiculaires sur l'une, le sont en même temps sur 
l'autre. 

Démonstration. Supposons que cela n'ait pas lîeu, et 
que LM, perpendiculaire en M sur FG, ne le soit pa* 
en Z/ sur DE', on pourrait élever alors par le point L sûr 
LM, une perpendiculaire qui serait différente de jEL ,_ 
etàlaquelk JSL serait intérieure ou extérieure, par 
rapport à FG. D'après la proposition du n*» 4o > ^L 
devrait donc rencontrer GM; ce qui ijp saurait arriver, 
puisque les droites DE et FG, sont parallèles; on ne 
peut donc pas élever sur LM, par le point//, une per- 
pendiculaire différente de EL : ainsi LM e^t perpendi-. 
çuîaire à la fois, sur DE et sur FG. 

. • ' * 

4^- Corollaire, Il suit du théorème précédent,, 
que deux droites parallèles à une troisième , sont aussi 

cette bande, sur la droite ED, un angle EDH çç^a\ K eâh, il ne 
pourra demeurer contenu entre les lignes ED et FG'^ son côté DU 
coupera nécessairement la droite FG. 

Pour sentir la force de cette démonstration , il faut bien conce- 
voir que lorscpi'^on applique l'angle droit edb sur l'an?;le droit EDB ^ 
ces deux surfaces doivent toujours, coïncider entre leurs limites la- 
térales de et db n DE et DB, queJque loin qu'on les prolonge : alors 
on verra que si les angles construits dans les bandes n'en sortaient 
pas, ils laisseraient un vide indéfini , après la dernière bande, et un 
autre dans chaque bande; mais celui-ci, qui a touj[ours lieu près de leur 
sommet, est plus q\ie compensé par les espaces qui leur deviennent 
communs quand ils sont sortis des bandes , parce que leurs côtés sç 
croisant , ils se recouvrent en partie : tel est l'espace^ M2YO , com- 
mun aux angles EDH , GFÎt. Avec cette explication , il ne 
doit rester, h ce que je crois , aucun doute fondé sur ce que rinfint 
entre (ian> les considérations précédentes; car il ne s'agit que de 
concevoir qu'il est toujoui-s possible de placer dans l'angle droit un 
uombre de bandes qui surpasse un nombre donné, quelque grand 
que soit ce dernier. 
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parallèles entre elles. ËQ^effet» toute ligne perpendicu- 
laire sur celle-ci , le sera aussi sur les deux i^remières , 
qui ^ se trouvant par là perpendiculaires à une même 
droite , ne pourront se rencontrer , et seront par consé- 
quent parallèles entre elles. 

THÉORÈME. 

43. Lorsque deux droites , DE et FG , parallèles 
entre elles , fig. a5 , sont coupées par une droite quel- f k;. ^5^ 
conque IH , les angles ELI et GMI, qu'elles font avec 
cette dernière i d'un même <f6t;é, l'un en dedans^ Vautre 
en dehors y sont égaux entré euxi 

Démonstration, Si du point K , milieu de LM , on 
abaisse suri*tme desdroites ED, FG , la perpendiculaire 
DF , cette ligne sera en même temps perpendiculaire 
sur l'autre (40- ^^^ triangles DLK , KFM , seront 
égaux (34)^ parce que les côtés LK et KM, respecti- 
vement opposés aux aagfes droits D et F, sont égaux par 
construction, et que de plus les angles DKL et MKF 
le sont aussi , comnlé étant opposés par le sommet ; 
donc Tanglè DLK ou ELI est égal à KMF , et par 
eonséqaent à GMI , opposé par le sommet à ce dernier. 

XfiÉORÈME. 

44- Si deux droites , DE et FG , font ,. avec une troi^ 
nième, IH , et du même çoté^ par rapport à celle-ci , des 
ans^les e^aux^ ELI, GMI, Pun en dedans ^ l'autre en 
dehors , ces deux droites seront parallèles entre elles. 

. Démonstration. Si du point K , milieu de LM , on 
abaisse sur DE la perpendiculaire DF, on formera les 
triangles Z^L/iC et MKF, égaux entre eux (18) , parce 
que, d'après l'hypothèse, l'angle DLK ou ELI est égal 
à l'angle KMF, opposé par le sonmiet à GMI, l'angle 
DKL est égal à MKF, comme opposé par le sommet , 
et enfin le côté LK est égal à KM , par construction. 
L*angle KFM sera donc égal à LDK , et droit pai' con- 
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séquent ; ^iosile» deux droites DE et FG, étant pei-pen- 
dîculairea Tune et Tautre à la même droite DF, seront 
parallèle entre elles. 

45. Remarques. Le fréquent usage que Ton fait dea 
propriétés des parallèles , a porté les géomètres à dési- 
gner par des noms particuliers les différens angles qu'elles 
font avec les droites qui les coupent , droites que pour 
cette raison on appelle sécantes* 
riG. 26. Les angles tels que ELJ , GMI, fig- aS, situés du 
même côté de la sécante /^ , et dont l'ouverture est 
tournée du même côté, se tiomxa&nt angles correspond 
dans. 

Les angles DLM, FMJj, so9t aussi de» angles cpr-r 
respondans. j. 

Tous les angles dont TouyeTture est entre les pajraU 
lèles, sont compris dans la dénomination générale d'a/i- 
gles internes, et tous ceux dont Vouyerture est en dehors, 
lè'^ppeWent^ angles externes. 

On distingue ensuite ces mêijiies angles par leur posi- 
tion relativement à la sécante. Ceux qui sont du même 
côté par rapport à cette droite, sont des angles internes 
ou des angles externes du mêriJb côté, 

ELM^ GML, sont deux angles internes du même côté. 

HLDf IMF, sont deux angles externes du même côté. 

Les angleâ qui sont dans une. situation opposée , tant 
par rapport à la sécante que par rapport aux parallèles, 
cse nomment angles alternes, îl y a des angles alternes 
internes, comme ELM et FML, ou DLM et GML ; 
et des angles alternés externes, comme HLD et GMJ , 

ouHLEetFMI. 

< 

THÉORÈME. 

46. Lorsque deux parallèles , DE et FG, sont cou-^ 
pées par une troisième ligne IH , 

1**. Les angles correspondons sont égaux; 
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a^. Les angles alternes internes sont égaux; 

3**. Les angles alternes externes sont égaux ; 

4". les angles intermes du même côté, réunistfor- 
vk^dcMOiWgilfisdroUfi; 

S''. Les aagles externes du même côté, réunis ^for-* 
ment deux angles droits ; 

6^. Lorsque tune quelconque de ces propriétés a lieu , 
les droites DE et FG sont nécessairement parallèles. 

DémoustraUoM. i ^. L'ég^té desangles correspondons 
B*eat autre choeé que le théorème du n^ 4^ ^ puisque 
les angles £Z./ et GMI ,Jig. a5 , sont évidemment des FIG. aS. 
angles correspondans , d'après le sens attaché à ce mot. 
L*égalité de ees deux-là étant prouvée , celle de tous 
kâ autres an^escoirespondans s'en déduit sur4e-«hamp. 
?oux les 9ua^ DLM et FMf , par exemple , ^g. aS, F^^- ^^*- 
on remarquera que Ja somme des angles DLMeX ELI y 
qui reposent sur la même droite DE y est égale à deux 
dr<nts (il); que , par la même raison y la somme des 
«1^8 FMI«t GMf, est aussi égale à deux droits. Re- 
tranchant de ces sommes égalesles angles égaux ELf et 
GM/ylesai^espestans DLM ^ FJIf/ seront néces- 
sairement égaux. 

a''. L'égalité des angles alternes internes y celle de 
ELI y FMHy par exemple, a lieu , parce que FMH est 
égal à Gilf/, son opposé par le sommet, et que celui-ci 
est égal à ELI , comme correspondant ; les deux angles 
ELI et FMH t étant égaui^ à un troisième GMI ^ sont 
donc aussi égaux entre eux. £n raisonnant d*iiné ma- 
nière semblable , on reconnaîtrait l'égalité des angles 
DLI et GMH. 

3^. L'égaUté des angles alternes externes , celle de 
DLHet GMI, par exemple, a lieu , parce que GMI 
étant opposé par le sommet à FMH y lui est égal , et que 
ee dernier angle est égal à DLH , comme correspon- 
dant ; les <leux angles DLH et GMI étant donc égaux 
à un troisième FMH, sont égaux entre eux. C'est ainsi ' 
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qu'on démontrerait l'égalité des deux angles ELH ^ 

FMI. 

4**. Les angies internes du même côté , ELI et GMH, 

par exemple , pris ensemble , valent deux droits, parce ' 
que ELI et GMI sont égaux , comme correspondans , 
et que la somme des an^es GMI et GMH , <Jui re-* 
posent sur la même droite HI , étant égale à deux 
droits (il), si l'on &ubstitue à GMI son égal ELI , la 
somme des angles ELI et GMéT demeurera la même 
que celle des angle» GMI et GMH y et sera par consé- 
quent égale à deux droits. 

5°. LiBS angles externes du même cote , ELHet GMI, 
par exemple , pris ensemble , valent deux droits , parce 
que les angles GMI et ELMsont égaux comme corres- 
pondans , et que la somme d©8 angles ELMet ELH, 
qui reposent sur la môme droite IH , étant égale à deux 
droits ( u ) , si l'on substitue à l'angle ELM son égal 
GMI, la somme des angles GMI et ELHseYSL la «lêmé 
que Ja précédente,, et par conséquent encore égale à 
deux angles droits. 

6°. Enfin lorsque l'une quelconque de ces propriétés a 
lieu, les droites DE et FG sont parallèles , parce que si 
c'est Fégalité des angles correspondans que l'on remar- 
que d'abord, il suit du n^ 44 que cette égalité entraîne 
nécessairement le parallélisme ; et quant aux quatre 
autres propriétés , il suffit d'observer que l'on conclut 
de chacune d'elles l'égalité des angles correspondans. 

En effet, les angles alternes internes ELIetFMHne 
peuvent être égaux sans que l'angle GMI, è^alkFMH , 
9omme son opposé par le sommet, ne le soit par consé-r 
quent à ELI : doi^c, dans ce c5as, les aîagles correspon- 
dans ELI et GMI sont égaux. 

Il en est de même des angles alternes externes ELH 
et FMI, puisque FMI et GMH étant égaux comme 
opposés par le sommet , GMHsq trouve égal aussi à son 
correspondant ELH. 

Quand on sait que la somme des angles internes ou 
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externes du même côté , est égale à deux droits , on s'as- 
sure , ainsi qu'il suit , que les angles correspondans sont 
égaux. Si , par exemple , la somme des angles ELI et 
GMH est égale à deux droits, Tangle ELI sera égal à 
deux angles droits moins Tangle GM^T; mais parce que 
les deux angles GMH et GMJ , qui reposent sur une 
même droite , valent ensemble deux droits , l'angle GMI 
sera aussi égal à deux angles droits moins Tangle GMH^ 
et par conséquent égal à son correspondant ELI , qui a 
la même valeur. On raisonnerait de la même manière 
pour les angles externes du même côté. 

i^j. Coro//aire. Puisque deux lignes parallèles jouissent 
toujours des propriétés précédentes , et que lorsque ces , 
propriétés ont lieu par rapport à deux droites , celles-ci 
sont parallèles , il s'ensuit que les dt'oites pour lesquelles 
cespropriétés n'ont pas lieu , ne sont point parallèles. 

Par exemple, deux droites DE et FG,Jig. 37, perpen- FIG a;. 

dtcnlairesà deux droites j4B et l^C qui se coupent , ne 

sont point parallèles ; car si l'on tire la sécante IH, il est 

visible que la somme des angles EIH et GHI , intérieurs 

du même côté , /est moindre que celle des deux angles 

droits EIB, GHB. 

PROBLÈME. 

48. Par un point donné C , fig. â8 > mener une droite FIG. 18. 
parallèle à la droite donnée A6. 

Solution. Par le point C , on mènera une droite quel- 
conque CB rencontrant ^J? ; puis on fera au point C, 
sur CB , l'angle BCD égal a l'angle ABC (a3) ; la droite 
CD, obtenue par ce procédé , sera la parallèle deman- 
dée, puisqu'elle passera par le point C, et qu'en considé- 
rant CB comme sécante , les angles alteraes internes 
jiBC et BCD seront égaux par construction. 

PROBLÈME. 

49. Par un point donné C, pris hors d'une droite 

AB , fig. flg , mener une droite qui fasse avec la pre^ l'IG . 19. 
mière un angle égal à un angle donné A'. • 
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Solution, Par un jpoint quelcoiique A de la droite AB^ 
on fera Tangle DjiB égal à l'angle A^ (aS) , et menant 
parle point C, parallèlement à AD (n** précédent) , 
la droite CE , elle fera avec AB un angle CEB égd à 
DAB (47) , et par conséquent à Fangle donné A^. 

THÉORÈME. 

FIG. 3o. 5o. Les angles ABC , DEF ^ fig. 3o , qui ont les côtés 
parallèles et l'ou^/erture placée dans le même sens, sont 
égaux. 

Démonstration. Si oa prolonge un côté quelconque du 
second angle ^ DE par exemple, jusqu'à ce qu'il ren- 
contre un de ceux du premier ^ en considérant les pa- 
rallèles EF et CH y par rapporta la sécante DH ,on 
reconnaîtra que les angles DEF et DEC sont égaux 
comme correspondans ( 47 ) > P^iâ en considérant les 
parallèles ^j9 et DH y par rapport à la sécante BC , 
on recomiaîtra que lés angles ABC et DHC sont égaux 
commâ correspondains : les deux angles DEF et ABC 
étant égaux à un troisième DHC , seront par consé- 
quent égaux entre eux. 

THÉORÈME. 

5i. Les trois angles d'un triangle réunis , valent 
toujours deux angles droits. 

Démonstration. Si Ton mène par Tangle ^ du triangle 
FIG. 3i. quelconque ABC,Jig. 3i , une droite ^Z> parallèle au 
côté opposé j5C, les angles ABC et E AD , formés sur 
la sécante AB, seront égaux comme correspondans (^^jy^ 
les angles Z>-<d^C etACB, alternes internes par rapport 
à la sécante AC, seront aussi égaux (^4?) • donc langle 
EACy composé des angles Eu4D et DAC , sera égal 
à la somme des angles ABC et ACB du triangle pro- 
posé; et en joignant à Tangle EAC le troisième angle 
CAB , on aura , autour du point A et sur la droite EB, 
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trois angles , EAD , DAC , CAB , équiraletift à ceux 
du triangle ABC , et égaux à deux droits (i o). 

N. B, Il peut être utile de se rappeler que Tangle EAC 
se nomme ong/e extérieur du triangle ABC, et qu'il 
faut à lui seul les deux intérieurs opposés ABC ^ 
ACB. 

5a. Corollaire, Il suit du théorème ci-dessua , que 
quand deux angles d*un triangle sont respectivement 
égaux à deux angles d*un autre triangle , le troisième 
angle de Tun est aussi égal au troisième angle de Tautre , 
puisque ce dernier angle ^ réuni aux deux premiers dans 
chaque triangle^ compose de part et d'autre une somme 
égale. 

On voit encore par là qu'un triangle ne peut avoir 
qu'un seul angle droit , et à plus forte raison qu'un seul * 
angle obtus. 

53. On nomme triangle rectangle celui qui a un angle 
droit y acutangle celui qui n*a que des angles aigus , 
obtusangte celui qui a un angle obtus ; et les deux der- 
nières espèces sont comprises sous la dénomination géné- 
rale de triangles o&/fçz/ang/e^. 

n .est visible que , dans le triangle équilatéral , dont 
tous les angles sont égaux (37 ) , chaque angle est les 
deux tiers d'un droit. 

THÉORÈME. 

54. Les parties AC et BD, fig. 32, de deux droites FIG. 3a. 
parallèles interceptées entre deux droites parallèles , sont , 
égales entre elles , et réciproquement. 

Démonstration. Si l'on tire la droite AD y on formera 
deux triangles ABD et ACD , qui seront égaux ; car 
en prenant AD pour sécante des parallèles AB et 
CD , on verra que les angles BAD çt ADC sont égaux 
comme alternes internes (47) '» regardant ensuite la même 
droite c^mœe sécante des parallèles AC et BD , on 
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ropônnaîtra que les angles 'ADB et DAC sont égaux 
par la même raison ; déplus, le côté '^Z) étant commun 
a.ux deux triangles ABD et ACD , ces triangles seront 
égaux ( 18) ; les côtés AC et BD , opposés à des angles 
égaux ADC et BAD y seront donc égaux , ce qui fait 
le sujet de la proposition. Il en sera de même des côtés 
AB^tCD. 

Réciproquement , si les parties CD et AB sont égales , 
ainsi que les parties AC , BD, les triangles ACD et 
ABD auront leurs côtés égaux chacun à chacun , et 
seront par conséquent égaux. L'égalité des angles C^P, 
ADB, alternes internes ^ établira le parallélisme des 
droites AC et BD (47 ) , et l'égalité des angles BAD 
et CD A, celui des droites AB , CD, 

On prouverait sans plus de difficulté que les droites 
CD et AB sont égales et parallèles, dès que les droites 
AC et BD sont égales et parallèles entre elles. 

55. Corollaire. Laproposition précédente ne cesserait 
pas d'être vraie, quand même les droites ACet BD se- 
raient perpendiculaires sur AB et CD , puisqu'elles 
seraient toujours parallèles entre elles ; mais alors les 
parties AC et BD mesurant la distance des deux 
droites AB et CD , il s'ensuit que deux parallèles sont 
partouf également éloignées Tune de l'autre. 

THÉORÈME. 

FIG. 33. 5S. Si deux droites quelconques AP et GM, fig. 33, 
sont coupées par un nombre quelconque de parallèles , 
AG , BH, CI, etc. menées par des points pris à des di- 
stances égales sur la première, les pa^rties GH, HI, 
IK , etc. de la seconde , seront aussi égales entfe elles. 

Démonstration. En menant parles points G,H,I, etc. 
les droites GN, HO , IP , etc. parallèles à AF , on 
forme les triangles GNH , HOI , IPK , etc. dans ies- 
quelsles côté&A^G , OH , IP , etc. étant respectivement 
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égaux à AB^ BCy CD y etc. comme parallèbis comprises 
entre parallèles (54) » iont égaux entre eux.. Les angles 
NGH ^ OHI, PIK , etc. sont égaux comme corres- 
ponckma^ par rapport à la sécante GM\ et enfin les an- 
gles GNH, HOI, IPK , etc. sont égaux , parce qn*ils 
ont les côtés parallèles et Touyerture placée dans le 
même sens (5o). Ces triangles ayant donc , cliacnn i 
obacHB , un côté égal , adjacent à deux angles éganx , 
sont égaux (18) ; d*où H suit qpte les côtés GB , HI, 
IK , etc. le sont aussi. 

57. Corollaire* Il suit da ce qui précède, que AB est 
contenu dans ^F^ autant que OJ^l'est dans Gilf ; en^ 
sorte qu'on a cette proportion : 

AB:JF::GH:GM, 

qneFon peut cbanger en cette autre : 

AB:GH::AF:GM; 

et de cette dernière on tire 

aJS:siGH::AF:GM, 
ZAB:ZGH::AF:GM, 
etc.. 

c*est-à-^âire, qn'uonombre qneloonquede parties de AF 
est à on parcdl nombre de parties de Gilf , comme la 
droite entière AF est i la droite entière GM, 

THÉORÈME. 

58. Trws parallèles AG » DK, FM» fig. 34 , cou-i IfIG. 34. 
pent toujours deux droites quelconques , AF et CM > en 
parties proportionnelles, ou de manière qiCon a 

AD:DF::GK:KH. 

Démonstration, Il peut arriver deux cas : 1*. que 
AD soit commensurable avec AF , c'est-à-dire , que 
le rapport de AD avec AF puisse s'exprimer exacte- 
ment par deux nombres. Je suppose » par exemple , 
Géométrie* i3* édition. 3 
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qu on ait • 

si Ton conçoit la droite AF divisée en 47 parties égales , 
AD en contiendra a5, et DP aa. Menaht" ensuite pa* 
toutes les divisions des parallèles à AG^ la droite GM se 
trouvera divisée en 47 parties égales , dont a5' compo-' 
seront GK ^ et aa composeront KMi on aura donc 

AD:DF::sS:2u, 

GK:KM::!i5:aa, 

d'où il suit ^ 

AD:DF::GK:XM. 

w 

De plus , à cause des proportions 

AF}AD::4tT'^^* 
Giïf: G/C:: 47 :a5, 

on obtiendra encore 

AF:AD::GM:GK. 

a*. Si A F et y^Z> sont incommensurables , on prou- 
vera y ainsi qu'il suit , que leur rapport ne peut être ni 
plus petit ni plus grand que celui de GM à GK. 

Soit d'abord 

AF:AD.:GM:GI, 

©/étant plus petit que GK. On peuttoujours.dividerle 

côté^Fenpatties assez petites pour qu'en menant païf 

tous les points de division des parallèles à FM, il en passe 

une , de, entre les points / et /C; on aura , d'après ce 

qui précède-, à'CâiisèlctB là oommensuralâUté de\^/«* 

à Aâ\ 

AF:Ad::GM:Ge, 

Lesantécédensde cette proportion étant les mêmes que 
îDeuxde la précédente , on en conclura cette nouvelle 
proportion entre lès conséquens dé' Tune et de Fàutre : 

ÂD:Ad::GI:Ge, 

réMltat absurde , puiscpie AD ètabtfilu^griûKd qœ Ad^ 
Cl est plus petit que Ge. 



j 
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On ne peut pas avoir i^on plu| 

AFiADiiGMiGT, 
GF était plna grand que GK\ car ayant divisé AFde 
igiianièrerqaunedes'pasallèlMcrfl^tott^ entre leëpoitits 
KAr,On anni 

AlT'.AJy.CSfiG/. 
Faisant une nouveOe proportion entre les consé^ens de 
«ette dernière et oeux de la précédente, on apra 

ADiAtïy.GriG^, 

résultat encore absurde ^ puisque AD étant plus petit 
que Aif f GJ' est plus grand que Ge' : il faut donc né- 
cessairement que le quatrième terme de la proportion 
fenaée des dxoitea AF, AD , GM, soit GK. 
OatàtééBih, proik)rtioA AJP\AD :: GM: GK, 

AF-^AD'.AD :: GM^GKiGK. 

ou PF:AD::KM:GK, 

oa^idb AB:DF::GK:KM, 

en renversant lés deux rapporte (^. 

5^. i" Corollaire, Si , par le pq^it G , on tire la 
droite GN parallèle à AF, on aura 

GO^AD, ON—DF (54); 

* ■ ■■ ■ I ■ -■■ I - t ■■ ■ ■ I ■ ■ ■ .1 ■ I , , . m 

{*) On prouvera peut-être quelque difficulté à transporter aux 
piTtîës de rÀaidue la notion de rapport , telle qn'*on k conçoit ^ 
r^rd desnombrea, surtout lorsque •'•gîni (fengnesincomnieii* 
lonbles entre elles j mais Toliscnritë disparaîtra , si Ton fait attention 
qa'on ne peut comparer' deux lignes qu'en les supposant rapportéea 
jijinp^ c#n^i|iie ibrâire (JQ ; elqu'jion leur rapportait yi^isiç»! un 
nombre, on une fraction dont les tennçf sont exprimes par le^ npm- 
hnà de' mesures communes comprises dans chaque droite. Quôîquç 
cette fraction cesse d'étrç rigoureusement assignable dailtf le càJ ôti 
le rapport est ûicomnien^urable , eHe n'en existe pas moins , puis- 
^^im peut en i^rocher d'aussi près qu'on voudra ^ et deux rap- 
ports incommensurables devront 2tre regardés comme égaux , dc-s 
^on prôttvera-qde, quelque loin^^pflrvi^itpoQMée rapproximaiion 
fiMi» I^UQ ei>p0«r Vw^tte , hur dKâffiAe'^l^inhu-tra lkiijA*lr« nialfe^ 

3.. 
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et , par ce qui précède , 

GOiONyOK'KM, 
GO:GN::GK:GM^ 

Si donc on mène dans un triangle une droite Ok., 
parallèle a Tun des côtés NM , les deux autres côtés 
GN et GM seront coupés en parties proportionneUes 
>par cette droite. 

60. a* CoroUaire. Réciproquement , lorsqu'une 
droite coupe deux côtés d un triangle en parties propor- 
tionneUes , elle est parallèle au troisième. 
FIG. 35. En effet, si dans le triangle :^^C,^g. 35 , on avait 

ABiAev.AC'.Af^ 
et que la ligne çf ne fût pas parallèle à BCy on pour- 
rait mener, par le pointe, une droite eff parallèle à ^C, 
et qui donnerait 

AB\AeMAC'.AHi^^)y 

proportion dont les trois premiers termes sont les mêmfeéf 
que ceux de la précédente ; il s'ensuit donc que AH=Af, 
que par conséquent les droites efet eH se confondent, 
et que la première est nécessairement parallèle kBÇ. 

*1G. 36. 61 . 3« Corollaire. La droite BD , ^îg. 3S, qui divise 

' . en deux parties égales l'un des angles B d'un triangle 

quelconque ABC, partage le côté opposé AC en deux 

segmens proportionnels aux côtés adjacens, c'est-à-dire 

que l'on a cette proportion : 

ADiDCv.ABiSC. 

Cela se prouve , en menant CE parallèle à BD et 
rencontrant en E^ AB prolongée. II en résulte, par 

^""^^ ^'' AP:DC::AB:BEi 

de plus , le triangle CBE est isocèle ; . car l'angle BCE 
est égal à CBD, comn^£\^llteme interne par rapport à 
ksécante BC, l'angle JMStfâ'est à l'aBêle ABD, comme 
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correspon^nt par rffpport à la sécante AE\ et les 
9sa^es ABD et CBD sont égaux ccNhme moitiés du 
même angle ABC : donc les angles BCE et BEC le 
sont aussi; donc BE est égal à BC (37); donc enfin 
AD:DC::AB:BC. 

PROBLÈME. 

6a, TVouver une quatrième proportionnelle à trois 
lignes données t M, N^ P, fig. 37, ou Ze qua^èmeEK. Sy. 
terme de cette proportion f 

M:N::P:x. 

Solution, On tirera deux droites indéfinies AB etAC, 
faisant entre elles un angle quelconque ; on prendra sur 
la première ^ de A en B , une distance AB égale i M, 
et de A en D une distance égale àN\ puis on portera sur 
la aeconde ^de AenC, la troisième droite P. On joindra 
par une droite , les points ^ et C , et tirant par le point 
D, parallèlement à BC, la droite DE , on aura dans 
AE la quatrième proportionnelle demandée , puisque 

AB:AD::AC:AE(59), 
ce qui donne 

M:N::P:AE, 

Si les deux droites iV et P étaient égales entre elled , 
la ligne AE^ donnée par la proportion • 

M:N::N:AE, 

serait ce que les géomètres ont appelé trowféme prbpor- 
tionnelle. La construction de ce cas ne diffère pas de 
celle du précédent; le point C tombe alors en c ^ et la 
droite De , parallèle àBc^ coi^e sur AC la partie Ae , 
égale àla troisième proportionnelle cherchée, puisqu'on a 

ABiAD::Ac:Ae, 

ou M:N::N:Ae. 

63. Deux triaagles sont i^mi/o^/cj, lorsque les angle.s 
de l'un sont respectivement égaux aux angles de lautie , 
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'et 466 les cdtéii» qui , dans IHin et dansirântre , sont op» 
'posés à dés âiogtos égatïx , et que , po\îr cette i^son , on 

noàime câtiés homoioga€s/s(mt)fr<)p6r^oïi^^. 

Ges détuc'dtniditioôs sofit liées entre elles. de manière 

que Tune entraine toujours l'antre. 

THÉORÈME. 

FIG. 38. 64' lorsque deux triangles ABC e^ DEF, fig. S8, 
ont leurs angles égaux chacun à chacun , leurs cotés 
homologues sont proportionnels , et ils sent par tonsé^ 
quent semblables, 

IiéA0n:Sp'aticin. Si Ton prend sur uiB et jiC demx 
i]ftûfi&» Ae eX4f:> respectivement égalée à DE et à DF^ 
, H<fftT6ii-tite;ï|f , les triangles Âifet DEF seront égaux ^ 
',|mi0qtte , par rhjrpothèse, Tangle A de ^^^ est égal.à 
vlîiingle i> de r autre., et que les côtés Âe et u^ sont 
'rêgaux à D^Eetà PF^pfx construction (i S). L'angje Àef 
iéitjlmt égal à E, ie sera par conséquent à -^^ et ef sera 
f^iûlèh-AfiÇ i on aura donc la proportion 

Ae:JB::Jf:AC(53), 

ou DEiABi\DF:AC. 

Tirant ensuite Gf^ parallèlement à ^j?^ on obtiendra 

Af.ACy.BG:BC, 
ou DF:AÇ::EF:B€, 

puisque BG est égal à .ef (S/Ç) , qui Test à EF. Réunis- 
iant cette dénriète prc^ïortion avec la premièx'e p^r le 
-loftosrendu «apport DF-AÇ, qui est commua à Tune et 
' ^ à r^utce , oji jaura <>f tt^ ^urte de rapports égaux : 

i>E:AB,iDF:AC'.:EF:BG, 

de laquelle il résulte que les côtés homologues destriàn- 
gles ABC y Z?£F, sont proportionnels entre eux. 

Ç5. Corollaire, H suit de la proposition précédente , 

que dettx'tHàngles sont semblables, i^. lorsipiHls ont 

' '<»éldéthèntd9âX angles égânxchaeunà cèacun , ;pîiifique 
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le troisième Ai^e de Tim est néceaiaireiDent'égel aa 
troîsième angle de Tautre (5a); 

22^. Loraqoe leurs côtés sont respectivement paraOèlee; 

3^. Lorsque leurs côtés sont re^ectivement perpen- 
diculaires. 

La seconde partieesté^idente pour left triantes placés 
comme ABC et DEF\ car les angles tels que AttÙ, 
qui ont leur ouverture tournée dans le même sens , sont 
égaux (5c). 

A l'égard des triangles placés dans une situation ren- 
yersée^ comme le montre la figure Sg , si on prolonge le FIG. 3t> 
côté EP du triangjie DEP, de manière qu'il en coupe 
deux du triangle ABC, en G et en H, les angles ^GJJ 
et IXEP seront égaux comme dtenies externes, par 
rapport aux parallèles AB,DE ^ et à la sécante FÎT; les 
angles AHG et DPE , le seront comme alternes internes, 
par rapport aux parallèles A€, DP ; et le triante DEF 
sera par conséquent semblable au triangle AGH, qui 
le sera lui-même au triangle ABC, puisque les angles 
AHG et ^GHsont égaux aux angles ACB , ABC, 
comme correspondans , par rapport auic parallèles GH, 
BC, et aux sécantes AC, AB. 

Il £st évident que les côtés homologues, dans le cas 
actuel, sont parallèles entre eux. 

Pour prouver la dernière partie , soient les deux 
triangles ABC et DEF,Jig. 46, placés de manière que FIG. 4o. 
le côté J?F soit perpendiculaire sur ^C prolongé , que 
Z)F prolongé le soit sur AC, et enfin que DJ? prolongé 
lesoit sur AB ;.par lepoint-//, opposéaucôté BC, per- 
pendiculaire sur EF, on mènera les droites A G etAÎI, 
respectivement parallèles aux deux autres côtés DF*t^ 
DE, du pÎBn^e DEF'^et par conâéquexit perpendicu- 
laires l'une sur AC, l'autre sur AB- he^ angles CAG 
et BAH seront droits diaprés Thypothèse ; si on ajoute 
à pliâcûn le même angle CAÈ , tes deux angles 
réwltan* ^AC et GAB seront égaux; mais les angle* 
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Gj4H et EDFy ayant par oonstniction leurs, côté» 
parallèles et leur ouverture tournée dans, le même sens » 
sont égaux : Fangle BAC sera donc égal à EDF,, 

Menant ensuite^ par le point J^, les droites i?/ et ^/C 
parallèles aux côtés EF etJDE^ on formera les anglea 
droits CBI et ABK > desquels retranchant une partie 
commune ABIy il restera les angles égaux ^i?C^ IBK\ 
et le second étant égal à DEF^ à cause duparallélism» 
des droites BI et EFy BK et DE y on en conclura que 
^£i5Ç est aussi égal à DEF. Les triangles v^J?C etDEF 
ayai^t deirs angles égaux c^eun à chacun , sont pai? 
conséquent semblables. 

On voit de plus que les côtés homologues sont ceux 
qui sont respectiyement perpendiculaires , puisque 
l'angle P étant égal à Vangle A ,,le côté EF efitthomologne 
k BCy et aipsi des autres. 

THÉORÈME. 

66^ Deux triangles sont semblables lorsqu'il onif 
un angle égal, chacun à chacun , con^fris entre des 
côtés proportionnels. 

Démonstration. $i Fangle A du triangle ABC,, 
VIG. 38. Jîg. 38 , est égal à Fangle D du triangle DEF , et 
fX[u'pn ait AB : DE : ; AC:DF, on prendra^ sur Ip» 
côtés AB et AC du premier triangle , deux parties, Ae 
et Afy respectivement égales à DE etkDF; tirant rf, 
on formera le triangle Aef égal au triangle DEF (i Q ; 
et la droite efcoupsmt les côtés du triangle BAC ^sk 
parties- proportionnelles ^ puisqu'on aura 

AB tDE on Ae::AÇiDF on Af, 

sera parallèle k BC (6o)l. Les angles e et jf, respec- 
tivement égaux aux angles E et F ^ le seront aussi aux 
angles B et C ; et par conséquent les triangles ABC et 
Df'F ayant leurs angles égaux ^ seront semblables (64)- 
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THÉORÈME. 

Sj. Deux triangles qui ont Us côtés proportionnels ^ 
chacun à chacun ^ sont semblables. 

Démonstration. Soit dans les triangles ABC,, DEF^ 
cette suite de rapports égaux : 

AB iDE:: ACiDFiiBCiEF. 

Si Von prend sur >/^iijie partie Ae égalei Pf^tt qu'on 
mène une droite «f parallèle i BC, les triangles ABC 
et Aefj^ semblables entre eux (65) , donneront 

AB : Ae :: AC\ Af:: BC: ef; 

mais parce que Ae est égal à DE, tous les rapports de 
la seconde suite seront égaux à ceux de la première, et 
conmie les antécédenssont les mêmes de part et d'autre, 
les conséquens seront aussi les mêmes : on aura donc 

Il suit de là que le triangle DEF est égal au triangle 
Aef'y et comme ce dernier est semblable au triangle 
ABCf, il en sera de méine du premier. 

PEOBLÈME. 

68. Construire sur une droite donnée £F, un triangle 
femblabie au triangle ABC. 

Solution. On peut construire un triangle semblable à 
un autre, en partant des divers caractères par lesquels 
la similitude de ces figures est constatée. Si l'on yeut 
donc former sur la droite donnée EF, un triangle qui 
soit semblable au triangle ABC , on j parviendra, 
1^. en menant parles points JBetF, des droites qui fassent 
avec EF des angles E et F, respectivement égaux aux 
angles BetC (65) : 

a"*. En faisant au point ^, sur EF, un angle égal à l'angle 
B , et portant sur le côté DE de cet angle , une distance 
Z>£ quatrième proportionnelle aux trois lignes i^C, EF, 
4B) de cette manière , les deux triangles sei'ont encore 
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semblables^ comme ayant ^ chacun à chacun ^ nn angli» 
égal compris entre des côtés proportionnels (66) : 

3^. Enfin ^ en cherchant une quatrième proportion- 
nelle aux trois lignes BC, EF, AS , une autre àùx 
trois lignes BC, EF, AC, et construisant sur les deux 
lignes trouvées et sur EF, tm triangle DEF\ les trian- 
gles DEF et ABC seront semblables , comme ayant 
leurd C!Ôl:ée^pI%>portionnel8 (J67). 

THÉOaÈME. 

69. Tant de lignes, AB^ AÇ , AD , AE , AP, qu'on 

l'IG. 4î- voudra ^ fig. 4^ > menées par un même point A , et ren-- 

contrées par deux parallèles GL efW, ^ont coupées 

par ces parallèles en parties proportionnelles , et les 

coupent aussi en parties proportionnelles. 

Démonstration. Les triangles BAC , GjfB, étant 
semblables , (6S), on a par ces triangles^ 

AB :AG : : AC : AH : : BC : GH-, 
par les triangles 'C-<^Z> ^tJSAI^ 

AC:AH::AD:AI:iCD:Hh 

par les triangles DAE et IAK , 

AD:AI:;AE:AK::DEiIK\ 

par les triangles EAF et KAL , 

AE:AK::AF:AL::EF:KL. 

Tous ces rapports sont égaux > puisque le second de 
phaque suite est le premier de celle qui vient après. 
Ne prenant d'abord que ceux qui r^J^rment les li^es 
^n^es du pqint ^ , cp aura 

AB:AG::AC:AH::AD:AI::AE:AKv.AF:A£, 

puis réunissant ceux qui contiennent les parties des pa- 
;-allèles BF et GL , il viendra 

BC: GH:: CD : HT :: DE : JK:: EF: KL^ 
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ee qiû &it Toir que cês.Ugiiei sont coupées en paitiet 
^roportiom^eHetr 

En considàsÉttttkf tnang^ee BAC , CAD , DAE, 
'MAFy conuae.ajrântdèist de leura qôtés oenpiéspar 
nne droite parallèle au troisiàme ^ on a (69) , 

AGiBGx'.AHzHC^ 

AH'.ECw AI \1D^ 

AI \ID wAK.KEi 
AK'.KEwAL.UF^ 

d'où l'on tire 

AG\BG\.An\EC.\AI\m\\AK\KE\\AL\LF. 

et d'où il résulte que les droites AB^ ACy AD ^ AE^ 
AFy sont coupées en parties proportionnelles. 

;faOBLÈME. 

70. Divher^jiMÂroitfi donnée, delà jnân^ m^ère 
qiiume autre ifft diw^Ç' 

S^àlution, Soientgila ligne i diviser, etAFkHgnedéfà 
divisée* On décrira sur cette dernière un frismgle BAFy 
Hoài les trois côtés'Boient égaux, ce qui 8*dEFeétuefa 
sbivant le procédé du n^ ni , en prenant la ligne 
BF eBe-même pour Tajon des deux cercles à décme 
des points B et F, comme centires; portant ensuite 
^/ de A en C, sur le côté AB^ tetéd A ^n L, sur 
le côté ^F 9 on tirera GL ; les droites qui joindront 
lespôintd C, D, £, ayecle point ^« couperont la ligne 
€£/ en parties preportibnnelles à celles de BF, comme 
le demande réi)onçéâe Ia:question. 

îEn effet, puisque ABz=.AF, AG:zs.AL, on a la 
proportion évidente : 

AB\AG\\AF\AL, 

de laquelle il résulté ( 60^ que GL est parallèle à 
BF, Le^ëîen{^e ^AL étant donc .semblable à BAF^ 
donnera cette proportion : 

AB . AGwBF \ GL\ 
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et comme, ]^ax cohstmcûon, BF^=::jiB , onaiirané*. 
cessairement GLz=zAGz=,gL Gela ppsé^ d après le 
théorème précédent, les droites parallèles GL et BF 
sont divisées en parties proportioandlles , ou l'une conuue 
Tautre. 

Si la ligne à diviser était ^l^ plus grande que BF^ 
il faudrait prolonger indé£mm.ent les côtés AB et AF^ 
au-dessous de BFy portant ensuite ^l sur AB y de 
A en G\ et sur; AFyAe A en Vj ou tirerait G'Vy et les 
prolongemens des droites AC^ AD^ AE ^ diviseraient 
G' L'y AUX points iET^ r, K\ en parties propoitionnelles 
à celles de BF. 

71. Remarque. La question précédante peut encoce 
se résoudre comme il suit. 
fia. 4a^ Soit AH, Jig. 4^, la di?oite à diviser. On tirera par le 
point A une droite indéfede-^P, feisant, avec'-^^iP, u» 
angle quelconque PAH, sur laquelle on portera, à ht 
suite les mes des autres, les partiesdans lesqueQea est 
partagée la ligne dont les. divisions isont connues;: on 
joindra l'extrémité P de la dernière avec l-extrémité H 
de la ligne à diviser; puis , par les points /, K, L, M, 
N et O, on mènera , parallèlement à PH, les droites 
IB, KCy LD, ME, NF, OG, qui couperont AH 
' en parties proportionnelles à celles de AP. 

Ce dernier procédé se démontre en observant que , 
dans le triangle A'CK , dont les côtés. >^C et AK sont 
coupés.parJ?/ parallèle au troisième côté CK ,, on a (5g) 

AB :AI::AC: AK : : B€ : ïK'i 

le triangle ADL, considéré par rapport à la droite CK, 

donne 

/ AC:AKi'.AD\ALy.CD'.KL\ 

tetriangte^i^il/^ considéré par rapport à la droite LP , 

donne 

AD: AL:: AE: AM::DE : LM , 

et ainsi des autres. Toutes ces suites de rapports égaux 
s'enchatnent par le moyen du second rapport de cha-> 
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^Une , qui se trouve le premier dans celle qui irient 

après ; ne prenant donc ^e les rapports qui contiennent 

les divisions de la droite AP, on aura 

AB : Aii\ BC \JK\\ CD : KL :: DE : LM, etc., 

ce qui montre que les parties AB , BC, CD , etc« de 

AH, sont proportionnelles aux parties AI^ JK, KL, etc. 

de^P. 

On simplifie un peu ce dernier procédé , en menant 
par le point H une ligne JQH parallèle à AP, et sur 
laquelle on prend, en commençant au point H, des 
parties BX, XF', VU, VT, etc. respectiyementégales à 
PO, OA^, iVilf, ilfL, ete. • les droites Piï, OX, iV^, etc. 
qui joindront les points de division correspondans , étant 
paraQ^es (5>4), couperont la droite AH en parties 
proportionnelles d^Belles de AP ou de HQ. . 

^â. 1*' Coroliaire» Si, dans la figure 4i > les parties 
ie la droite BF, et dans la figure 4^, celles de AP, 
étaient égales entra elles , celles de la droite GL dans 
la première , et de la droite AB dans la seconde , 
seraient aussi égales entre elles. 

Il siiît de là que le procédé du n^ 70 et celui du n^ 7' 1 
peuvent servii: à diviser une ligne droite dans un nombre 
quelconque de parties égales. Il faut pour cela re- 
garder â*àbord la droite BF,fig. ^i , comme indéfinie ; FIG. 4'* 
puis prenant sur cette droite une partie BC d'une gran- 
deur arbitraire , la porter à la suite d'elle-même un 
nombre de fois égal à celui des parties dans lesquelles 
la droite donnée GL doit être xlivisée : le point F, où 
se termineront ces parties, sera* l'extrémité de la ligné 
iBF^ et on achèvera la construction comme dans le n^ 70. 

Parle procédé du n<> 7 1 , c'est sur la droite AP,fig. 4a , FIG. 4^. 
considérée comme indéfinie , qu*il faut porter succes- 
sivement des parties égales et arbitraires, puisque AH 
représente la ligne donnée. 

73, 2® Corollaire, La di^ision des droites en parties 
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ègsieBy 6it lé fondement de lacomtmctiôn àe^échelles^ 
(f eèt-^-4ire , des droites qui Becvent à inteeurer le% 
autres. En effet » si Ton avait diviâé d*abdtd en piirtioa 

FÏG. 3. égaleala droite CD^Jig. 3, il n'y anrait au. qu'à chaih 
c6er combien AB contenait de oeè parties > pour ayoio 
le rapp(nt à» AB à CD , au moias. d'une manière, 
d'autant plus approchée > que les parties de CD auraienl} 
été pkis petites* L'iàlperfecdon des instrumens et les 
bornés de nos sens nous forcent bientôt dé noiiB arrêtei; 
dans là drvision des lignes dontles parties nous échÀppenli 
^ar leur petitesse ; pour étendre nos moyens à cet égard , 
on a. imaginé la dî^iôn païf les transversales , repté-* 

FIG. 43* fîén^ée dans la figure 43> dont voici la construction. 

Ayant premièrement divisé hiligne AC en un nombril 
quelconque âp parties égales^ tellesi^que BC, et voiw 
lant ensuite diviser BJJ en un nombre de parties trop 
grand pour que cbacnne de ces dernières puisse ê^^ 
bien distincte ) on mènera sur AC, par les points A 
et C 9 les perpendiculaires ÀA^"^ et CL ; on prendra 
sur A A''" une partie arbitraire Aj( , qu'on portera à 
la suite d*eÙe-mêm!e autant de fois que l'on voudra faire 
de parties dans pC {\aL figure en représente quatre); 
par les points de division A^A^^A'^A"^, on tirera des 
droites parallèles à AC\ enfin on joindra les points B 
\ et L par la ligne transversale BL, 

Gela fait » si l'on mène la ligne BK parallèle à CL , 
on formera les triangjes BDE y BFG, BEI, BKL^ 
évidemment semblables entte eux ( 65 ) ^ qui donne- 
ront ces proportions : 

BD:BK::DE : KL, 
ÉF:BIC::FG :KL, 
BB:BK::HÏ :KL, 

desquelles il résulte, l^ que BD étant le ^deBK, DE 
l'est aussi de KL ou dé i5C,^ qui est égal à KL (54); 
îî^ qUè Bf étant les \ ou la \ de BK, FG Y est aussi 
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/fL OU de BC\ ^. que BH étaxit les \ de ^ït, ff/ 
Vest aussi de jRTL ou de BC. 

Ou voit p^ là qu'en: prenant sur là première , la 
seconde et la troisième des droites parallèles à jiB\ len 
distances A'E, A'G^ jfly respectivement égales à 
jfD-^^DE, jfF+FG, j^H+HI, on aim 

jiB+^,BC, AB-i^BC, AB-i-\BC. 

Ceci suffit poui" montrer comment on peut conétihiire 
une échelle de transversales avec dès divisions quel-* 
conques, et l'usage qu'on peut en faire. 

Une semblaUe échelle prend le nom d'échelle de^ 
dixmesj, quand eUe contient dix parallèles à AB , parce ' 
qu'elle donne alors les dixièmes de BC. 

TfiÉORÈME. 

7if. Si de Tcnglê droit iun triangle rectangle, on 
baisse une perpendicukdre sur le côté opposé, (fu'on 
AomTke hypoténuse, 1°*; cette pérpendiculêdre paHdgera 
le triangle en dèiicc autres djm lui serorit sembkMes ^ 
et qui le seront par conséquent entre euJif; 

fi**. Elle divisera ^hypoténuse en deux parties ou 
segmens, tels que chaque côté de F angle droit sera 
moyen proportionnel entre le segment qui lui est ad" 
jacenty et l'hypoténuse entière; 

3**. La perpendiculedre sera moyenne proportionnelle 
entre les deux segmens de Vhypoténuse. 

Démonstration, Le triangle ABC^^g. 44^ étant sup- FIG. Hi 
posé rectanj^e en B , et BB étant perpendiculaire sur 
AC, les triangles utf^C et >^i?P seront semblables (65); 
car ils auront> chacun à chacun^ deuxanglea égaux» 
savoir : l'angle A , qui leur est commup , et l'angle droit 
ABC y dans le premier, égal, à l'angle droit ^Z>j9, 
dans le second. Le triangle BDCest, par les mêmes 
raisons, semblable au triangle ABC, puûique: l'angle C 
hwc est commun , et que. l'angle BDC de l'un est droit , 
ainsi que l'angle ABC de l'autre. 



^ ÉLÉMENTS 

Si on compare successivement chacun tles deux trian- 
gles ABD et BDCy avec le triangle ABCy en ob- 
servant cpie les angles ABD et CBD sont respective- 
ment égaux aux angles Cet A, on trouvera , entre leurs 
côtés homologues , ces proportions : 

AD zABiiAB: AC, . 

CD iB€ :: BC: AC^ 

fui constituent la seconde partie de la proposition. 

Comparant ensuite les triangles ABD et BCD liin 
à l'autre , on aura 

ADxBDi.BDiCDy 

ce qui forme la troisième partie de Ténoncé d^essus. 

75. Corollaire. H suit du théorème précédent^ qne^ 
les trois côtés d*un triangle rectangle étant rapportés à 
une mesure commune, la seconde puissance du nombre 
qui exprime la longueur de rh3rpotéau8e , est égale à la 
somme des secondes puissances des nombres qui ex- 
priment les longueurs des deux autres côtés. 

En effet les proportions 

AD: AB ::AB : A€^ 

CD : BC : : BC : A€, 

donnent 



•% ■ ■ ■-» 



et en ajoutant AD avec CD, on a 

.^ AB + BC — r» — ;• —r» 

AC= — ^ — ou AC=AB+BC. 

Il suit de là que l'on peut trouver l'hypoténuse d'un 
triangle rectangle dont on a les deux autres côtés. Si , 
par exemple, AB=5, BC=:4, on aura 

ÂC=z 9 + 16 = a5, d'où AC=\/75=5. 

On peut aussi trouver un des côtés de l'angle droit. 



A- 
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qufflid on connaît lantire et l'hypoténuse , parce qne de \ 

AC=zÂB*+ BC\ on tire 1b = AC — BC. Si, 
par exemple, ^C= i3, i?C = ift, on aura •* 

AB^=: 169 — 144= a5, doi >^1=5. 

■ 

Engénéral,^C=\/ AB+Tc, AB= ^ ÂcL^BC. 

THÉORÈME. 
76. Les trou côtés d'un triangle quelconque, étant 
rapportés à une mesure commune , et exprimés pat 
conséquent en nombres^ si de V extrémité de l'un quel- 
conque de ces côtés , on abaisse une perpendiculaire ^. 
sur l'un des deux autres, la seconde puissance du pre^ 
mier sera égale à la somme des secondes puissances des 
derniers , moins deux fois le produit du côté sur le^ 
qu0l tombe la perpendiculaire ^jjpar la distance de cette 
perpendiculaire à t angle opposé au premier côté , si cet 
' angle est aigu^ etplus deux fois le même produit, si cet 
angle est obtus .* c'est-à-dire qu'on aura, dans lepre^ 
nUer cas, fig. 4^ et 4S , 

ÂC*a= ÏB + BCV a ÂB X BD, 
et dans le deuxième , Etg, 4? » 

^*= AB + B^+ a AB X BD. 

DemoTi^tra^fon. Quand laperpendiculaireCD,^. 45^ PIQ *• 
partage ABC en deux triangles , ACD et BCD , 
rectangles en D, le premier donne d'abord , en vertu du 
n** précédent , 

ac'=1d'+cd] 

et Ton tire du second . ' ' 

^cd=bc*—b3\ 

.D*après cette valeur de CD, celle de u^C devient 

AC^AD*+ le— Bp\ 
Géométrie, i3^ éàlûon. '^ 4 
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;iS^tta'ht cult^ valetir dans rexpression de AC y -on aar|i 
enEn 

M - - • ' \ ^ . 

• * 

x% qui se réduit à 

l^iG. 4^. Dans la figure 4^, où la perpendiculaire tombe 
^ t >r' liors du triangle, la différence consiste en ee que 

AD — BD — AB-, 
Pliais on ^ toujoujrs pour, le quarré 
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AB —iiAB X BEf + BD ; 

»■■■■ *» "^^ . 

ainsi ^C/^ la même valeur. ^e çi-dessu^. : voilà. le prjer- 
j^ier cas du théorème. 
HG. 47 ^ liOrsquede côté AC^Jig, 47 , est opposé à un ang)e 
obtus ^ la perpendiculaire tombant nécessairement liors 
du triangle ABC y on trouve encore parles triangles 
ACD et BCD , rectangles en J9, 



V 



AC=A9+CD, CD^BC^BD'y 

on en conclut 



AC = AJ:)r{rBC — BD\ 
mais on a AD^ AB + BD^ valeur ^ont le quarré est 
^ÂB^f^AB X^+^'l et de laquelle il réstiïte 

— ^— ;— , — : 

(^) Dans éèUe proposition , on je regarde les lignes comme éva- 
luées en nombres ,^^'ai dû supposer connue la composition de. i^i 
seconde puissanced'fiti nombre ^al à la somme ou à la diife'rencede 
deux autres, compcj^ion à laquée on peut d'ailleurs parvenir par 
le raisonnement 8<q[i^'sans le;iccours d|s caractères /i]g€l>riqQes. 

■r V ■ ^ 
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ce qui se réduit i 

tel^st le second cas de renoncé. 

. A^ :^. Les parties AD et BD détenninées sur le côté 
AB, par la perpendiculaire CD, eé nomment segmens. 

m 

77. Corollaire. En rapprochaot ce théorème du pré- 
cédent , on en conclura qne l'on peut , lorsqu'on 
connaît léi trois côtés d'un triangle , déterminer 
si l'angle opposé à l'un quelconque de ces, côtés ^ est 
aigu, droit ou obtus. En effets dans le premier cas ^'où 

liC*=lB+BC*'^aAB>:BD, il est évident 
que la seconde puissance de AC est moindre que Ta 
somme de celles dès deux autres côtés AB et BC. Dans 
le second cas, l'iAgle B étant droit, on a seulement 

\ 

m , , 

ainsi la deuxième puissance de AC est égale à la somme 
de celles des deux autres côtés. Dans le troisième cas 



enfin, où l'on aAC=AB + BC + qABxBD, la 
seconde puissance de ^C^urpasse la somme de cellts 
des deux autres côtés. 

Ces remarques étant appliquées au triangle dont les 
côtés sont exprimés par 5 , 7 , 8 , et leurs secondes puis- 
sances par 2S, 49 > 64 > il en résulte que^ l'angle opposé 
au côté 8 est aigu, puisque la seconde puissance de ce 
c^ôté étant €4 > 3^ trouve mbiudre qUe la somme 74 des 
secondes puissances des deux autres côtés. 

n est bon d'observer que l'espèce de l'angle opposé au 
plus grand côté , fera conn^tre celle du triangle (53).. 

DES POLYGONES. 

78. Les surfaces planes terminées par un assemblage 
quelconque de lignes droites, se nomment po/y^/»é5.' 

4.. 
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Le plus simple de tous est le triangle. Les polygones de 
quatre côtés se nomment en général quadrilatères, 

^ de cinq , pentagones^ 

de six^ hexagones; 
de sept, heptagones; 
de huit, octogones; 
de neuf, ennéagones ; 
de dix, décagones; 
etc. 

On ne pousse guère cette nomenclature au-^elà du 
'polygone de dix côtés, que pour le dodécagone, poly— 
^: gone de douze côtés, et le pentédécagone y qui en a 
quinze. 
F IG. 48 Dans les figures 48 et 49 , ABCDEF réjpresente un 
*^ ^* polygone de six côtés, ou un hexagone^ Tous les an- 
gles de la première figure ayant leur ouverture en 
dedans du polygone , sont des angles ^af//an5; l'angle 
DEF de la figure 4.9 est un angle rentrant , parce qu'il 
a son ouverture en dehors du polygone. , 

Les lignes telles que CA, CF, etc. , tirées entre des 
angles du polygone , qui ne sont pas adjacens au même 
côté , se nomment diagonales. 

y 

7g. Parmi les quadrilatères ou polygones de quatre 

côtés , on désigne particulièrement sous le nom de pa^ 

rallélogramme , celui dont les côtés opposés sont parai* 

" FIG. 5o. \h\e%,ABCD yJîg.So, est un parallélogramme. 

Il suit du n"" 54» 1^* qne chacune des diagonales , AC et 
BD y partage le parallélogramme en deux triangles 

I égaux; 

2°. Que les côtés opposés, AB et Z>C, AD et BC ^ 

^ d'un parallélogramme , sont respectiveinent égaux • 

3°. Que, réciproquement', si les côtés opposés d\ine 

^ figure de quatre côtés sont égaux, ou bien si deux côtés 

oppbsés sont égaux et parallèles , cette figure estunpa- 

rattélogramitie. . ,^ : 
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r* ^ < * • 

THÉORÈME. Ni 

80. Les' deux diagonaks AC e< BD, J^im paraU- 
lélogramme, se coupent -n^utueUement en deux parties 

égales, . ' 

Démonstration. Les» triangles AOD et BOC sont 
49au^)(.x8); car.leseôtés AD et BCaont égaux par 
l'hjrpothèse^ lesailgUs DAO, OCB , sont égaux comme 
alternes internes^ par rapport à la sécante AC et aux 
parallèles ^Z> , JffC , et les angles ADO et OBC,\ù 
M>nt aussi comme alterner internes , par rapport à la 
aécante BD : àonc AO = OC , DO:=r: OB. 

THÉOÏIÈM& 

8i.'J&i joignant Fun des angles d'un polygone à 
tous les autres , on partage ce polygone en un nombre 
de triangles égal à celui de ses côtés ^ diminué de deux 
unités, 

Démonstration. Cette proposition est presque évî- * 
dente parlmspection delà figure 4^, où Ton voit que FIG. 48. 
les diagonales CA^ CF^ CE, menées de l'an^è C aine; 
angles A, FeXE, partagent le polygone ABCDEF, de 
sixoôèé», en.quatre triangles, ^6^5, ACF, FCE ; 
ECD, On se convaincra qu'elle convient à un poljrgone 
d'un nombre quelconque de côtés , en observant que les 
deux triangles extrêmes, tels que ACB^ ECD.y entre 
lesquels seront compris tous ceux que peut, renfermer - 
le polygone proposé , contiendront chacun ^eux de see 
côtés, tandis que tous les autres n'en contiendront 
qu'un^eul : ily aura donc dans, ces deux triangles quatre 
côtés du po!«^gone ; le nombre des triangles inter* 
médiairçs sera par conséquent égal à celui des côtés 
du polygone , diminué de quatre ; et le nombre total 
des triangles sera, comme le porte Vénoncé, kffX k 
celui des côtes du polygone , diminué de deux unités» 
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8a. Corollaire. Il suit de là ^que la sommé de tons les 
angles intérieurs, ABC, BCD, CDE, DEF, EFJ, 
E^B, d*un pôljgone /yaut autant ^ô fois deux droits 
qH*il a de cdtés moins deux , puisque cette sonmie se 
compose de celles des angles de tous les triaiigles 
ACB , AÇF, FCE , ECD^ qui valent chacune detix 
droits y et que le polygone contient un. nombre de ceaÊ 
triaQgles égal à celui de ses. côtés, diminué de deux 
unité*. 
FIG. 49. Dans la figura 4,9 * rangle rentrant DEF estexté-- 
rjif i^ y^ et; non pas intéiieiin En faisant partir les diago^ 
nale^ du soi^met J^d^ cet angle, en voit évidemment 
quil est remplacé dans la somme des angles intérieurs 
par celle des angles Z>J?C, CEB, BEA, AEF, et que, 
réuni à cette dernière, il forme qipatce droits (i3). . 

THÉORÈME.. 

83. Si Vonprolonge dans le même sens, comme dans 
TIG. ^, k premiçr polygone de la Jîgare 48, tousr.les^. cotés 
• 4'Hf^l¥?fyg9W 9^i r^apoint d^ angles rentrant,. la^sommû^- 
d^, ajitgl§$ extérieurs formés par chaque côté et par 
leptplqr^emtmt de. tejui qui lui, est Qontigu *, est égale 
à quatre droits, quel que soit d^ ailleurs Ib nombre des 
cptés du polygone, 

'^ Démonstration, ChsLqae angle extérieur, comme à AB^ 
Féanî avec l'intérieur BAF auquel il est adjacent, fottiie 
une somnie égale à deux droits , et qui se trouve répé- 
tée, pour tout le polygone, autant de fois qu'il a de 
côtés ou d'angles-,1a 'Somme des angles , tant extérieurs^ 
qii'inlâériéurd-, vaudra donc autant de fois deux droits- 
que le polygones àf de côtés. Retranchant de cette 
somme celle des aà^m intérieurs , égale à autant de 
fsîs deux droits que te niêmé polygone a de côtés moins 
deux ,M1 restera <ïenxfôis deux droits., ou quatre droite» 
pour la soAnM- des angles extérieurs. 
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' V4^;Remarquè;)l^eixx^dtygoms9ont égaux lorsqu'ils 
soi^t Composés atm même nombre de triangles égaux 
et stemfeiablement disposé» , où asséûiblés de la mêra« 
»aniêrèf ; car il est é^^idènt que, placés l'un sur Tautee , 

6es polygoites se- couvriront parfaiteûitent. 

ThÉÔRÉME. 

85. Lorsquon connatttous les côtés d'un polygone ^ 
d llexcèpiian d'un seul, et quon connaît aussi les 
angles compris entre les côtés donnés, le polygone est 
déterminé, et peut être construit. 

Démonstration. En effet, si , dans le polygone ji^BC 
DEF, on connaît les côtés AB ,BC,eD, DE , EF\ 
^ les angles qu'ils comprènnd&t , on pourra sûr A^B* 
= AB^ faire l'angle AB'X^t=1^BC, puis prendre 
B'C = BC\ faire au point f, sur JTC', Fangle BfCl/ 
=t^CZ), puis prendre CZ>'= CD; faire au point I/> 
sur Çiy^^X^x^e^ C&Ef ^ GDE , puis prendre D'Éf 
— DE'y faire ^^^m^ET^V^^BEF' =DEF, et 
pr^dre enfin EfF''=£F. Etant parvenu ainsiau point F', 
il n'y aura qu'une seule manière de le joindre avec V? 
^bint Ji( , et de fermer le polygone A'B^CD^E^. 

li est visible que ce polygone sera égiA , dans toutes 
aes parties, au polygone ABCDEF\ car si on lé porte 
rèf ce AesïÀeiT^ en plaçant A'ff sur AB „à'caus€^ <Je 
TégaTité des angles ABC et À'B^C \ le côté. EfC tqm*- 
Ëera sur son égal BC\ et continuant ainsi 'dëprbclie 
* en proche , on reconn^tra que les points^ , f! ^C , 
1/, E^yF^ , tomberont respectivement sùr'les point^ A , 
B, C, D yE, F: d'où il suit qjie les deux polygones se 
Ib'tïvrirbht pisîrifaîtém^nt. 

". 8ff. Remarque, Il y a plusieurs autres cas d'égalité 
tnftte deux polygones ; je n'ai voulu donner dan^ 
le, précèdent ^*un exemple de cette égalité^ ppur 
ipjibntref qp'iin polygone d'un nombre quelconque N 
de. côtes, et renfermant par conséquent un nombre N 
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d'angles , ce qui fait en tout 2,N choses , est déter- 
miné par la. connaissance de siN^^ 3 de ces choses. Ou - 
observera ici, comme on l'a dû remarquer dans les dif- 
férens cas d'égalité des triangles, que les A^ angles ne 
doivent compter que pour N — i données , puisque leur 
sommeesttoujours donnée (82). 

87. On nomme polygones semblables ceux dont le» 
angles sont égaux , et dont les côtés homologues ( ou 
semblablement placés) sont proportionnels. 

THÉORÈME. 

88. Deux, pofygones composés d'un rnême nombre 
de triangles ^semblables chacun à, chacun , et. siem-^ 
hlablement disposés , ont leurs emgles égaux chacun à 
chacun y leurs côtés homologues proportionnels , el 
sont*par conséquent semblables. 

FIG. 5i. Z>CT»on5^mtoo/i. Soient BAEDC et baedcyfig, ^1, 
les polygones proposés; les^ triangles ABC , abc, étant 
semblables , ont leurs angles égaux : ainsi l'on a 

B~b, BAC— bac. 

Par la même raison , les triangles ACE et ace donnent 

CAEr=icae, CEA = cea\ 

d*où il suit que l'angle BAE , formé des angles BAC 
et C^JS", dans le premier polygone , est égal à l'angle 
bae y formé des angles &ac et cae, dans le second. On 
#* prouvera de même l'égalité des angles AED et aed ^ 
EDC et edc ; quant aux derniers angles BCD etbcd, 
il est visible qu'ils sont égaux , puisqu'ils sont formés. , 
l'un des angles BCA, ACE , ECD , l'autre des angles 
bca, ace y ecd y qui sont respectivement égaux aux 
premiers, comme angles homologues de triangles sem- 
blables. 

En formant les proportions qui résultent de la simili- 
tude des triangles ABC et abc , ACE et «ce , ECD 
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et ecd, on aura 

BC : bc : : AB : ab : : AC : ac , 
AC :ac : : AE : aei: CE : ce, 
CE : ce : :ED :ed::CD: cd. 

Le premier rapport de chaque suite ^ formé par les 
côtés qui sont communs aux triangles adjacens^ étant le 
même que le dernier de. la précédente , ces rapports sont 
tous égaux entre eux : en ne prenant donc que ceux qui 
contiennent le^ côtés des polygones ^ il viendra 

BC : bc : : AB : ab ' : AE : ae : : ED : ed :: CD : cd^ 

ce qui prouve que les côtés homologues sont propor- 
tionnels. 

ràÉORÈME. 

« 

8g. Lorsque deux polygones sont semblables , ils sont 
composés d'un même nombre de triangles semblables, 
chacun à chacun y et semblablement disposés. 

Dëmonstratibn. Puisque , par Thypothèse ^ les angles^ 
delun dés polygones sont respectivement igaux à ceux 
deTautre , et les côtés homologues du premier sontpro*^ 
portionnels à ceux du second, on aura d*abord Fangle B 
égala langlei, et 

BCibc : : AB : ab] 

doù il suit que les triangles ABC et abc sont sembla-^ 
bles (66) : les angles BAC et bac seront donc égaux. Si, 
on les retranche des angles BAE et bae , égaux 
connue appartenant aux polygones , les restes CAE et 
cae seront égaux; de plus , les triangles semblables, 
j^BC et aie, donnant AB : ab :: AC : ac , et les 
polygones AB : ab :: AE : ae, on aura 

AC : ac : : AE : ae\ 

d'où il suit que les triangles CAE, cae^ sont encore 
semblables (66). On prouvera de même la similitude de 
tous les triangles de chacun des polygones , en quelque 
nombre que soient ces tris^ngles. 
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PROBLÈME. 

90. Constnùrè àhr une lighe donnée , un polygone 
semblable d un: pbfygone d6hàé* ■ ^ 

. Scihition.SxAent be et BAÈDÙ là A»oitè et le poly- 
gÀite doirnés;^ on fera sur he^ pÂi? Ton des proéédés du 
tL^ 68-, untriaftî^e û*g àetoWiabW au triangle à9BC y ce 
ifBBi détertifift&ra lé pôto et ; pour avoi^ le point e , 6ir 
fera de mêmeauracy tiiiitrîfiangteéâ^y èemblabie au 
triangle CAE^ et ainsi de suite. Le polygone a&erfasera 
semblable au polygone ABCDEy puisqu'ils seront com- 
posés Ttin et f autre d*un même nombre de triangles sent- 
blables chacun à chacun, et semblablement disposés. 

Si Ton portait le côté bc sur BC, de C en b' , il suf- 
firait de drei" par le point i' la droite FcH parallèle à 
BAy puis paï Je point a' là droite ae\ parallèle à 
AEy etc. poiifforiher'les triangles VCcl y dCé , etc. res- 
pectiyéttiënt»Btad5lablëààti!t triangles BCA, ACE, etc. ; 
le pôlygbhè b'a'é'tfC sétait construit ainsi sur le hâté 
donliâ , et setûblaMe au polygone BAEDC, 

91. Remarque, Dans ce qui précède, J'ai mené 
toujies les diagonales d'un même angle ; mais on 
peut partager des polygones en triangles de plusieurs 
autres manières , et leà propositions ci-dessus s'éteii- 
dent également à ces cas , parmi lesquels il en est un 
qu'il est bon de connaître : c'est celui où on lie tous lés 
angles du polygone aux deux extrémités de l'un c(e'«ès 

FJG. 5a. côtés. Ce cas est représenté dans la figure 5a, où l'on a 
jÇînt-les pohrts Cy D, E, aux poiiits A et B , ^ar dés 
diagonales. 

1®. n est clair que ïa posîtioti des trois premiers 
est fixée^ à regard de la droite\^!i9, dès que Tes* 
triangles ABC, ABD, ABE, Mni donnés- et Tonr 
vttttbiën? évidemment de cette n*àiiière , que ,. potar dé-' 
terminer un polygone , il ne ftiUdrtt* qtftitt T«»ïibre à» 
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tifoigles Ynoiiidre^ de deux nnités qtie celui dés angTes 
ou^des-^G^tés du polygone. On TÔit aussi que si 2V dé- 
signe ce dernier nombre / lia détermination de la figure 
dépendra des a (iV— ra) lignes menées de* diacun des 
angles de la base » et de cette base ; ce qui fait en tout 
aiV— 3 données (86). 

qP, On démontrera sans difficulté, <à peu près^omme 
fyoA les ^luméros 88 et 89 , que si les triangles ABC et 
abc, ABD^ abd, ABE et.ahe, sont respectiyetaient 
#emblabJlB9i, Ifis polygones ABCDE et abcdià le «eront 
aussi y et que , réciproquement, si ces polygones sont 
semblables j les triangles correspondans le seront euz<« 

mêmes (*). 

THÉOKÈME. 

^. Si l'on Urei dahs ieài: pôtyg&nes sémbteAles , 
ieiut d^ïtës qui soient semblablertient placées dans 
ckaoutt dCfêûx , c^M^^ite qui passent par des points 
smnNaUkfhéttt plaeés sur les côtés homologues ^ et qui 
fassent avec ces côtés des angles égaux entre eax, 6ii 
bien qui -cGupmiti dans chaque polygone, deux côtés ho- 
mohgues en parties proportionnelles, ces droites seront 
proportionnelles aux cStés homologues des polygones» 

Démonstration. Soient les droites G^ ^^gfy menées 
par des points G et g , où Ton ait BG : % : : AB : ab , 
et sous des angles FGB et fgb qui soient égaux ; les 
triangles BGC et bgc seront alors semblables, à cause 

(*) L'art de lever les plans n'est qne celai de construire sur le 
papier, àes polygones semblables à cens que forment sur le terrain 
Ifs points dont on veut connaître les situations respectives. On voit 
cpi'il doit se réduire, en dernière analyse, à concevoir ces points liés 
entre eux par des triangles, et h mesurer sur ces triangles un 
nombre suffisant d'angles ou de eàiés , pour pouvoir en faire de sem- 
blables sur le papier, suivant les procédés du numéro 68* VojJà toù^ 
ce qu'on peut dire, sans entrer dans le détail des instrumens propres 
à mesnref les angles, détail Replacé dans les traitai généraux, à 
pea près inintelligible pour les personnes qui n'ont pas vu ces ins- 
trumens, etsitperflji pour celles qui les connaissent. 
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« 

des angles égaux B.etb, et des côtés i?G et %4>top<M> 
tionnels à. BC et à AiC ,. ppisque les uns et les antr^i^ 
le sont à AB et à ai .- on a donc , 

; GCigc :: ^G : %, ou :: jb: ah. 

et BCG=bcg\ CGB^cgb. \ " _\ 

On conclut de là qaë GC^ ou BCF^ BCG ; est égal à 
gcfottbçf-^bcg-y et parce, que FGB-^=:fgb,<m SLtttA 
CGF, ou FGB *- CGiî , égal à cgf, ou à /gA^— çgi 5 
les triangles FCG et fcg seront donc )gèmblables/et 
donneront , ' , • . . ; . ^ ^.*i 

^ f^(^'fg'':t^Czfc:i GCi'gc ou:: AB :âb^ " 

puisqu'on a ci^essus GC: gc l 1 AB : ab. 

Si, au lieu de faire lestâpgles \FGj9 et^^ égaux ^ 
on prend les points F et y, de manière que FC :fc l\ 
BG :bgy les triangl<çs FCÇ Btfcg seront alors. semblât 
blés ^ comme ayant un angle jègal compris entre des cdtéa^ 
proporjtionnels ; on aura les wêmQ0 conclusions que ci* 
dessus ; et on prouvera ^ daos c6 cas ^ Végalitédefti angles 
FGB ^^fgb. , . • -; V ,^ • • '" - V 

THÉQRÈIMÈ. 

^3. Les contours de deux polygones semblables sont 
entre eux comme les côtés Homologues de ces polygones^ 

Démonstration. Les polygones semblables ABCD£, 
abcde^ donnent cette suite de rapports égaux : 

AB : ab: : BC: hc :\ CD : cd : : DE : de : : AE : ae\ 

on en conclura 

AB+BC+CD+DE+AE : ai-f frc-jhcd+cfe+ae 

: ; AB :ab ^ 

€*e8t-à-HÎire , que 

le contour ABCDE ; au contour abcde : : AB : a&^ 



* 
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DE LA LIGNE DROim ET DU ÇERCIH. 

94- On a vu dans le n** 28 , que l'on ne pouvail: mener 
d'un même point à une ligne donnée trois droites égales ; 
il résulte évidemment de là qu'une droite et uri cercle 
ae penvelDt se couper en plus de deux poihts. 

Toute droite qui coupe 1^ circonférence du cercle, 
et qui est prolongée au dehors, se nommrj sécante. 
EF y Jig> 53, est une sécante. . FIG. 53. 

La partie CD de. cette droite, compris je dans le 
cercle , se nomme corde. 

95. On dit que la corde CD qui passe par les extré- 
mités d'un, arc quelconque de cercle CG-D, soutend 
cet arc ; mais il faut observer que la même «droite est en 
mênie tempala corde de Tare CHD qui, jo:intÀ CGD\ 
composQ la circonfiirence entière. Lors donc ? que le pre- 
mier arc sera moindre que la demi-circon.^ Férence , le 
second sera nécessairement plus grand . 

96. Lorsqu'une corde passé parle centre du cercle | 
on lui donne le nom de diamètre, La droite jiB , qvà 
passe par le point O, est un diamètre. 

t Tous les diamètres du cercle^ sont égaux y puisqu'ils 
sont composés de deux rayons, et que tous ces rayons 
' sont égaux. 

Il est visible que le diamètre est la plus { ^ande des 
droites que l'on peut tirer dans la circonférem 2e du cer- 
cle , puisque toute autre corde CD , est me )indre que 
la somme dés deux t'ayons menéspar ses extrémités ( 1 5) . 

97. Le diamètre AB partage la circc »nférence en 
deux parties égales ; car si Kon plie la 6 gure le long 
de la droite >^^, la partie AGB de la circonfé- 
reiice doit se confondre avec la partie AB.B ^ flâuâ quoi 
tous les points de Tune ou de l'autre ne .t8eraien.1c pas 
également éloignés du centre O. - 

Le même raisonnement prouve aussi que deûic 'cercle^ 



^ 
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décrits du même rayon sont égaux ; car il en résulte 
que ^ on place le centré de Tun de ces cercles sur 
celui de l'aut7*e ^ leurs circon£éreûGes 'dcpirent se con- 
fondre. ' . r- s 

théokèmê: 

98. 5** l'on ftqrte- mi <s^c {ptelcortipiedé cëftlè^f'ûn 
autre, arc du même cercle :; ow d'un cerclé d'étftt ^^dw .^' 
même rayon que le premier,, de manière que dèUiâ 
points quelconques de l* un des arcs tofnbentsurIkautYei 
et que les convexités soient tournées du même dôié ^ 
le plus petit de ces arcs se confondra dans toute sùn' 
étendue avec le plus grand. . / 

Démonstrations "Ea effets si l'on «porte Tare- A^C 
FIG. H'Jig, 54 > ^wtjiE , i.en mettant le point lif surte point Jh, * 
et que le point C tombe en C> la corde j^CÏ coi*^' 
Vrira exactement -<^C} et comme lés rayons C/A^ et 
O^C sont égaux aux rayons 0-*^-et OC , le peint O' sef 
trouvera sur le point O (20) ; dès-lors tous les points de 
l'ayc A'(y doivent tomber sur ceux de l'arc AC, puisque 
leè uns sont alitant éloignés du fcentre G' que les ^autres 
îë sont du centre O : donc l'arc ^'C se confondra avec 
l'arc ^C(*), ' '• 

^9. Corollaire. Il suit de là que ^ dans le même cerclé' 
ou dans deux cercles décrits du même rayon , les arcs 
dont les cordés sont égales ^ sont égaux , pburvu toute- 
fois qu'ils «oient de même espèce, c'eèt-*â-^t^ qu'ils 
soient tous moindres que la demi^^circoHférence , o\V 
tous plus grands. En eiFet, lorsque les cordes sont 

r ' ' • 

(^) La ^topriet^ de la circonférence dn cercle démontrée ci-détsas est 
d'autant plus retnarc|iiab]e qu'elle n'appartient qu'à cette courbé et à, 
lâligne droite, et qu'elle rend évidente la similitude de toutes les parMes 
dc'la-circotiférence du céifclè , oii l'uniformité" de sa courbure. Telle , 
est latoitsorii qui m'a engagea à donÀ^r à cette proposition un cnàtfté ' 
différent de celui qu'on trouve dans la plupart des livres éiémén- 
taijrt's , itqui fait l'objet du corollaire suivant. 
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pIpQû^f »m9 «ttf l'autre ^ gomme dm» le 
Jps 4rcs se oouvri&Qt e^m^tMieiit. 
JU^pvop9QÎI^réeîj^oq««.^et^gdementn^ c\ 
^rt^re que quaad les arc» soflt égaux ( dens un même 
cercle ou dans des cercles décrits du même rayon y^ les 
cordes sont égales; car les arcs étant posés Tun sur 
r^utrei, et se couvrant exactement^ les extrémités ihi 
preqiier ae confondent avec celles du second* Aiosî » 
jfC étant placé sur /iC^ de manière que le point Jt 
soit sur ji, le point Ç soit sur C, les droites AC tt jfC 
se couvrent exactement, et sont égales. 

100. Dans un même cercle ou dans des cercles 
égaux, le plus grand arc a la plus grande corde, et 
réciproquement '(pourvu toutefois que les arcs que ton 
compare soient moindres que la demi-^ircôhférencé). 

Démonstration, !<». L'arc AE étant plus grand que 
Tare AC > l'angl^^Of 9era visiblement plus grand que 
Faille AQC\ etj>ar le n"^ ig «lé côté AE du triangle 
AOE stfa plus grand que le côté AC du triangle AOC, 
puisque ces triangles ont , chacun à chacun, deux cûté^ 
<égauxv 

OP. La corde ^jS étant plus grande que latsorde AC , 
Tao^ AOE sera plus grand que Tangk^tf OC; l'apc 
AE surpaesMfsa doua l'aro AC. 

PROBLÈME. 

101. Deux arcs du mime cercle. py, de cercles égaux 
étojU donnés \ trouver le rapport de Jeurs longueurs. 

• Solution. Il est évident que la qnestipn proposée se 
résoudrait eoBUne celle du n^ 5 , si Ton pouvait 
porter les arcs de cercle Fun sur Fautre , comme on 
le fait à Tégard des. droites; mais une pareille super- 
position ne pouvant avonr Ueu dans la pratique, on y 
suppléepar celle des corded qui , lorsqu'elles sont égales. 
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correspondent à des arcs égaux. La corde de l'arc CD , 
FIG. 55.Jlfr, 55 , pourra être portée deux fois sur Tare jiB , de 
AenEy et Tare AE déterminé ainsi y sera composé de 
deux parties Ad et dE , égales chacune à CD ; on aura 
donc 

AB=2CD + EB. 

On prendra la corde du reste EB , pour la porter sur 
l'arc CD , de C en F , ce qui s'effectuera une fois , et 
laissera pour reste l'arc FD ; d'où il suit 

, CD = EB + FD. 

Enfin la corde du second reste FD pouvant?se porter 
quatre fois siir le premier EB j on aura 

EB = 4FD. 

En remontant de cette dernière valeur à celle des arcs 
précédens ^ on obtiendra 

EBz=z4FD, CDzmSFD, AB^i^FD-, 

» 

l'arc FD , commune mesure des arcs AB et CD , étant 
contenu 14 fois dans l'un et 5 fois (^s l'autre, oa en 
conclura que les arcs proposés sont entre eux comme 
les nombres 14 et 5. 

L'opération se termine ici , comme pour le cas des 
lignes droites, lorsqu'on trouye un reste qui est contenu 
exactement dans le précédent y ou qui est tel , que le 
reste suivant échappe aux sens par sa petitesse ('^). 

103; Remarque. Si l'on conçpit qu'une droite AB, 

fIG. 51.^^. 5S, qui coupe le cercle en deux points A et B, 

tourne autour d'Un de ces points , de ^ , par exemple, 

et qu'en tendant à sortir du cercle , elle prenne des po- 

•' sition's telles que Aff, on voit que les points d'inteTsec- 

tion de la droite et du cercle se rapprochent sens Cesse, 



(*) Cctle manière de déterminer le rapport de deux arci de cercle 
se trouve diins les Mémoires de l^ Académie de9<Sciencee , année 
1714» I^SÎ^î^So. V Ta, I 



V 
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et qu*enfin il y a une dernière position ACdauns laquelle 
ces deux points étant réunis en un seul ^ la droite n'a 
plus qami point de commun avec le cercle, ou ne fait 
ifue le toucher. Dans cette position , la droite AC est 
tangente au cercle. 

THÉORÈME. 

\65. La perpendiculaire menée par un pùinl de la 
circonférence du cercle , sur le myQn qui passe par ce 
point, est tangente au cercle; et réciproquement la 
tangente à un point quelconque de la circonférence , 
est perpendiculaire à V extrémité du rayon mené par ce 
point. 

Démonstration. ïjaL^gpe AB ,Jig. 57, peipendicu^ FIG. 5;, 
laire siirle rayon AO , au point A y a tous ses autres 
points plus éloignés du centre O > que ne Test le point A, 
puisque toutes les droites menées d*uncôté ou jde l'autre, 
comme OB et OC , sont des obliques nécessairement 
plus longues que AO (aS). Les points Cet B sont par 
conséquentiK>Bs du cercle , et la ligne AB, n'ayant qu'un 
seul point A de commun avec la circoQférençe DA, 
est tangente. • 

n est aussi fi^cile de voir que la tangente au iK>int A , 
ne peut être que la droite AS perpendiculaire sur AO; 
car cette tangente n^ayant de commun avec la circonfé- 
rence que le point de contact A, et tous Bes autres points 
étant plus éloignés du centre que celui«-ci, il s'ensuit 
que le rayon AO est la plus courte ligne qu'on puisse 
mener du centre sur la tangente, et que par conséquent 
il est perpendiculaire sur cette tangente. 

io4* Corollaire. Il suit de là que l'on mène une tan-- 
Çente à un point donné ^ de la circonférence d'un 
cejrcle DAE , en élevant une perpendiculaire AB à Text 
trémité du rayon qui passe par ce point. 
Géométrie. i3* édition. 5 
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THÉORÈME. 

HG. 58. io5. Toute droitç CD, fig. 58, élevée perpendicw* 
lairement sur le milieu d'une corde AB , pas^ par le 
tentre O du cercle et par le milieu C de tare soiUendu 
par cette corde. 

Dém^onstration. Puisque CD est, par Thypothèse , 
perpendiculaire sur le milieu de u4B , elle doit passer 
par tous les points également éloignés des points^ et B-, 
9t le centre O est un de ces points , car il est à égale 
distance des extrémités A et B qui sont sur la circon- 
férence ACB, Le point C , ou la perpendicul^re CD 
:cencontre la circonférence , étant également éloigné des 
extrémités ^ et j9 de Tare ACB , les cordes AC et BC 
seront nécessairement égales ; les arcs soutendus par ces 
cordes, seront donc égaux (99); le point Csera donc 
le milieu de Tare ACB : donc la droite CD passera par 
\^ centre O, et par le milieu de Tare soutendu par la 
corda AB. 

106. i^^ Corollaire, 1®. Puisque deux points suffisei^t 
pour déterminer la position d'une droite (3) , et que le 
milieu d'une corde , le centré du cercle et le milieu de 
Tare soutendu par la corde sont toujours sur la hiême 
droite , il s'ensuit que lorsqu'on sait qu'une droite don- 
née pasàe par deux de ces points , on en doit conclure 
qu'elle passe nécessairement par le troisième. 

a®. Comme on ne peut abaisser d'un, point donné , sur 
une droite , qu'une seule perpendiculaire (3)2) , il est 
encore évident , par ce qui précède , que toute perpen- 
diculaire abaissée du centre ou du milieu de Tare , sur 
)a corde , tombera sur le nûlîeu de cette droite. 

] 07. a® Corcllaire. Il suit encore du théorème pré- 
cédent , que pour diviser un arc en deux parties^ égales ^^ 
il suffit d'élever une perpendiculaire sur le milieu de 
la corde qui sontend cet arc , puisque cette perpendi- 
culaire passera par h milieu de l'arc proposé. 
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THÉORÈME. 

108. L^ atç& iniet^ept^^ dans un même cèrele , 
mtre deux corfi^s par^ilèle^^ e«c enit^ unkiangmtiêei 
une cx)rde parouèies f ^ont.égmix. 

. PémoiMitnUmm. 8i Ipâ eoides BC , DE , et la tan* 
^ente FG,Jig. Sg , sont respectivement parallèles , et FIG. 5g, 
que Ta» jd^aeie centra O' et le pidnt de contact A 
par uA ra3fo^9 ee tajon -étant perpendiculaire sur la 
lai^ente FG (io3) , li| sera aùtôi «nr les cordés BC et 
t>E (4^); il divisera en deux parties égales lésarci 
BAC et DAE ; et par* conséquent si- des arcs AB et 
AC , égaux comme moifiés de l'arp BAC, on retran«f 
che }e9 arcs ^^fP i^u^i^ » égaux comme mcHtîés dftParc 
DAE , les restes j^D.et £C seront égfixa, ce qui est la 
première paitie de renoncé du théorème : l'égalité des 
arcs >/i9 et ^C prouve la seconde.- ^ . 

* 109. 5/ dei sommets O ei & de deux angles AOC 
itA'O'C , fig. 60y on déerit deux arcs de cercle du FIG. 6^. 
mme rayon , le rapport des arcs compris entré les côtéf 
^chaqi^e angle ^ sera le même que celui de ces angles. 

*^'Dénionstrution. Si les ares AC et A'C , ont une 
commune mesure^ AB ==r A'B' , en portant cette 
commune mesure sur chacap autant de fois qu'elle 
y est contenue , on les divisera tous deux en parties 
égales ; et si l'on joint les dilTérens points de division 
ayec le sommet de Tangle correspondant^ par des droites 
comme OB .et 0'B\ on partagera les angles AOC et 
4'0'C en autant de parties égales que les arcs AC et 
if C'en contiennent. 

. En efFet , les cordes AB et A'B' étant égales , les 
triangles ^O^ et AO'B' seront égaux | comme ayant 
tous leurs côtés égaux chacun, à chacun (ao), puisque 
bailleurs lei droite* Ow^ , OB , O' A* et &B* , sont 

5.* N 
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égales conune rayons de cercles égaux : Tangle AOB 
sera donc égal à Tangle A&ff, Cela posé ^ les angle» 
AOC et A'QiC comprenaHt chacun autant d'angle» 
égaux à AOB , que les arcs AC et A'C contiennent 
de parties égales à AB, seront évidemment dans le même 
rapport que ces arcs, et auront pour commune mesure 
Tangle AOB. 

Le raisonnement précédent exige que les arcs AC 
et A'C soient commensurables entre eux ; mais la pro- 
position aurait également lieu , quand même ils seraient 
inçonmiensurables ; car on ne peut supposer que les 
riG. 6i. angles AOC et -*<'0'C, fig. 6i , soient dans un rap-> 
port plus grand ou plus petit que celui de ces arcs. 
Si y pat exemple , au lieu d'avoir cette proportion : 

AOC : ^'O^ : : AC : AC, 

on av^t la suivante : 

AOC vAaC :: AC: A'd, 

Tare Ad étant plus grand que A^C , et qu'on divisât 
l'arc AC en parties égales assez petites pour qu'étant 
portées sur l'arc AO^ un des points de division e toni«- 
bât entre O etd , on aurait entre les angles AOC , 
AO'e.^ et les arcs AC et Ae , respectivement com- 
mensurables , cette proportion : 

AOC\Aae\\AC\Ae\ 

dont les antécédens sont les mêmes que ceux de la pré- 
cédi^te \ ce qui donnerait par conséquent 

AaC:AO'e:iAd:Ae, 

résultat absurde, puisque -^'O'C <^-^'0'e, et que 
Ad>Ae. 

Si Ion ptenait l'aftc ^'d' moindre que AC, on n au- 
rait pas non plus 

AOC:AO'C::ACiAd'; 
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car pour le point de diTÎéioa e^ , tm aurait 

JtÙCi jftye' :ij4C: A^\ 
d^où il s'ensuivrait, comme ci-dessus^ 

proportion encore absurde , puisque 

Il est évident que la réciproque de cette propositioi» 
a a pas besoin d'une démonstration particulière ; car le^ 
rapport de» ares ne peut être égat à cehii des angles ^ 
sans que ce dernier ne soit égal à celui des arcs (^). 

lie. 1^ Corollaire. Le rapport des arcs ^C etjfC 
ttaat le même que cdluides an^es JIQC et J!&C , \\ 
en résulte que ces arcs sont la mesure n^Èurelie des 
angles ; et d'après ces notions ^ on dit que la mesure 
d'un angle est l'arc de cercle compris euWe ses 
côtés ^ et décrit dé son .sommet comme centre. Cette 
expression parait d'abord obscure; car on ne peut me- 
surer des grandeurs quelconques que par d'autres gran- 
deurs de la même espèce. L'arc de cercle étant une 
Ggne , est hétérogène avec l'angle ^ qui est une 6ur--< 
face (7) ; mais, il faut observer qu'on so«i»«ntend ici 
l'arc pris pour unité , et l'angle qui correspond à ceft 
arc , et que Ténoncé ci-dessus revient à celui-ci : Tout 
angle contient autant de fois un certain angle arhi^ 

{* ) Je crois'déToir faire c^senrer que cette proposition » qu'on se 
•ontentait presqœ d'énoncer dans lies Eiémens adoptes en France 
aTant 1794 » a été démontrée k peu près comme c^dessns dès 1760, 
dans ceux de Karsten , et Pétait peut-4tre aussi dans de plus anciena 
ouvrages. Le moyen d'ailleurs s'offre de lui-m^me par une forme d<x 
raisonnement employée par Euclide , pour un semblable passage 
du commensurable à l'tacommensaraMe ; et comme j^ l'ai dit 
ailleurs ( Essais sur V Enseignement ), lorsqu'on se borne aux pro- 
positions vraiment nécessaires des Eiémens de Géométrie, il n^ 
reste pins qu'à s''occuper de l'arrangement qui les lie le mieux le^ 
i^ies aux autres^ les rend plot éTÏdemcs et pliis faciles & retenir» 
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traire , pris pçur unité pu pout ^rni^ Hea^mpmaison^ 
que l'arc compris entre ses cotés , et décrit de son som-^ 
met comme centre, contient l'arc du même cercle., corn-» 
pris entre les côtés dé ce second aàgle , et décrit de son 
sommet comité \>entre^ 

On voit par là qae les arcs de cercle ne sont introNr 
doits que pour servir de termes de coipparaison , et que 
pour trouver fe Rapport ^numérique dé deux angles 
quelconques ^ il faudra cfaérclies' , par 1er procédé du 
u** loi > celui de deux arcs décrits de leurs somiiiets ^ 
commet ceâti^«ë > aveti un rayoïliaiU traire , intis lé même, 
pour tous deuif. .' . 

. L'auglé qui pjarà^ le plus pi^e^rë à sérvirfl'uhité , est 
langle droit. Cet angle ciomptend évidemment , entré 
«es côtés , 1© quait delà ciriïoirférence ; car si du point O 

HG. 6j. comme «eôtre ^fig, 6a , on décrit line circonférence ,' 
la droite jéB en soiitendra la moitié (97) ; leè deux 

, angles droits COB , COA , étant égaux , comprendront 

chacun la lôoitié de cette moitié (n** précéd. ), c'est- 
à-^rè le quart de la circonférence entière.^ Qri aura 
donc la mesure d'uii angk en comparant Tare compris 
entre ses^ côtés,, avec celui qu'intercepte , sur la même 
circonférence , Tangjè droit ayant son sommet ait 
ceMre. 

1 n . a® Corollaire, U suit encore du théorème, prè» 
rédent , que les droites qui divisent im arc en plusieurs 
parties égales , divisent aussi, dans un même nombre 
de parties égales, Fangle que mesure cet arc, et que 
par conséquent la division d*un angle se réduit à celle 
de Farc qui lui sert de mesure. Malheureusement I4 
Géométrie élémentaire ne fournit que le moyep de dî-r 
viser un arc ^n deux parties égales. 

Ce moyen coiisiâte (107) à élever une perpendiculaire 

l'IG. 58. CO\Jig.5Sy surfe milieu de lacorde.^i?- et cette per-r 

pcndiciilaire divisera aussi l'^n^îey^O^ en deux partie* 
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égales. On peut d'aiQeurs s6 dônv^incré à priori deFéga-^ 
Cté des angles ^OZ^ ^XBOD^ par cidk doB triângleBdd 
même dénomination. ' 

On pourra^ par le ni$ino moyen ^ ditiser de nonTemi 
chaque moitié de l'arc ACB^ oiide rilàglè AOB\ ^ deux 
parties égales , et pousser ainsi la division suiyaiit les 
nombres^ > 4i ^ > 16^, 3a^ 64> etc. ; mais il neserapaé 
possible de partager cet arc ^ ou cet atigle , e|i S^ 5, etc. 
parties égales. ^ 

THÉORÈME. 

lia. Lorsqu*un angle a son sommet placé sur la 
circonférence d'un cercle ^ il a pour mesure la moitié ' 
de Parc compris entre ses côtés. 

Démonstration. 1^. Je suppose qilé Tàngle proposé 
soit BAC , doht Tun des côtés AC passe pai^ 
le centre O du cercle , ^^. 63. K par ce point ort FIG. 63. 
mène le diamètre DE parallèle à AB , 6n fera Fànglef 
DOC égal à BAC , comme correspondant par rapport 
à la sécante AC , et ayant pouif mesure l'arc DC > 
compris entre ses côtés y et décrit de son sommet comme 
centre. Ainsi l'arC DC setait là mesure de- Tangld 
BAC y si le sommet A de ce dernier était tran^ortâ 
ea O ; mais TaiTC DC est d'abord égal à l'arc AE , 
puisque celui-ci mesure l'angle AOE , opposé par le 
sommet à DOC y et qui lui est par conséquedt égal ^ 
puis les arcs AE et BD étant égaux comme comprit 
entre des cordes parallèles (10.8) , il s'ensuit que l'arc 
DC est aussi égal à BD :donc l'arc BC ^ composé de 
BD et de Z>C , contient deux fois l'arc DC : donc il Mt 
le double de la mesure de l'angle BAC. 

â"". Soit maintenant l'angle BAG » comprenant le 
centre entre ses côtés. Cet angle étant composé des 
angles BAC , CAC , aura pour mesure la somme des 
arcs qui mesurent ces derniers ; mais comme ils ont 

chacun un côté qui passe par le centre , leurs meâiures 



respectives seront la moitié de BC et lia moitié ^e CGT^ 
arcs dont la somme eonnpose lanK>îtié de TarcJ^G^ égat 
èi BC -{- CG: Tangle BuéG anra donc pour mesure Fa 
nKHtié de Tare BG compris entre ses côtés. 

S*. L*angle FAB , qui ne comprend point le centre 
entre ses côtés > pouvant être considéré comme la dif- 
férence des angles FACy BAC y aura pour mesure la 
différeoiçe des. arcs qui mesurent ces derniers; mai» 
comme leur côté commun AÇ , passe par te centre ^ 
leurs mesures respectives sont les moitiés de FC et de 
BC ; et la différence de ces mesures composant la moitié 
de farc FB , égal àF€—BC, Yangte FAB a«ra donu 
pour mesure la moitié, de Tare compris entre ses côtésu 

4*^. L'angle formé par une tangente et par une corde ,. 
a aussi pour mesure la moitié de l'arc compris entre ses 
côtés; car l'angle, CAH y formé par la tangente AH et 
le diamètre AC qui lui est perpendiculaire^ étant droit , 
a pour mesure la moitié de lademi-K:irc0nference-^/?C 
^1 lo) ; si on ajoute à cet angle , l'angle CAG , formé 
par deux cordes >. et ayant pour mesure la moitié de 
r^c CG y Tangle total G^^ aura pour mesure la moitié 
de CG y plus celle de ABC y ce qui feit la moitié de 
l'arc total ^^G,. compris entre ses côtés; et si ©n re^ 
tranche du même angle droit CAH y Fangle FACy me- 
suré par la moitié de l'arc FC y la différence F AH de 
ces angles sera mesurée par celle des moitiés de ABC 
et de FC , ce qui revient à la moitié de AF, 

1 13. !**■ Corollaire. L'angle FAI y formé parla cordto 
AF et par le prolongement AI de la corde AG , a pour 
mesure la moitié de la somme des arcs AF et AG 
soutendus par ces cordes , en dbhors de Tangle qu'elles 
forment. 

En effet, l'angle F-^/, égal 'à deux droits moins 
l'angle FAG (i i) , aura pour mesure la différence qu'if 
y a enti'e la demi'^circonfcrence et la moitié de Tare 
FG y qui mesure l'angle FAG ; mai& eette différenco* 
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est égale a la moitié d« celle de la circonférence entière 
et de Tare FG lui-même , ce qui revient évidemment 
à la moitié de la somme des arcs AFet AG. 

1 14- a* Corollaire. Il suit encore du théorème pré- 
cédent , 1®. que touslesangles qui ^ comme EGF^ EHF, 
El F y KEF,fig. €4 , ont leur sommet placé à la cir- fig. 6^ 
conférence , et s'appuient sur le même arc , sont égaux , 
puisqu'ils ont pour mesure la moitié du même arc EAF^ 
compris entre leurs côtés. 

â"". Que l'angle BAC ^ dont le sommet est sur la cir- 
conférence 4 et dont les côtés AB et AC passent par les 
extrémités d'un diamètre BC , est droit » puisqu'il a 
pour mesure la moitié de la demi-circonférence BGC, 
comprise entre ses côtés , ou le quart de la circonfé- 
rence entière (110). 

THÉORÈME. 

11 5. L'aitg/d BACyBg. 65, dont le sommet est placé ïiQ, 65. 
ûans le cercle , entre le centre et la circonférence , a pour 
mesure la moitié de l'arc BC, compris entre ses côtés ^ 
plus la moitié de F arc £D compris entre leurs prolpn" 
gemtns. 

Démonstration. Si par le point D, on mène fa corde 
DF parallèle à l'un des côtés AC de l'angle proposé , 
on formera l'angle BDF égal à l'angle BAC , comme 
correspondant par rapport à la sécante BD > et ayant 
pour mesure la moitié de l'arc BCF compris entre ses 
côtés , puisque son sommet est placé sur la circonfé- 
rence ( 1 1 a); mais les arcs EDet FC étant égaux , comme 
compris entre des cordes parallèles (iû8) , il s'ensuit 
que 1 arc BF, égal àBC-^FC, sera aussi égal à BC 
4* ED ; et puisque sa moitié mesure l'angle BDF , et 
par conséquent son égal BAC , ce dernier aura aussi 
pour mesure la moitié de la somme des arcs BCet ED, 
somme équivalente à l'arc BF ) ce qui est Ténoncé du 
Aéorème. 
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TÉÉORèMÉ. 

FIG. 66. 116. Vjcmgle'bkC ^ iig. 66, dont ie sommée est 
placé hors du cercle , a pour mesure la moitié de la 
différence des arcs BC et DE compris entre ses côtés ) 
arcs dont turi tourne sa concavité vers lesomfnét, et 
Vautre sa convexité, î 

Démonstration. En tirs^t) comme cindèsâus^ par léf 
' point Z>, la droite DF, parallèle au côtié AC , on for-* 
mera l'angle J?i3F égal â BJiC,tàtome cotrB3f)bndànt 
par rapport à la sécante BD^et styant pour mesure la 
moitié de Tarç B F compris entre ses côtéa (iia)j 
mais les arcs ÈD et FC étant ég^ux , comme compris 
entre des cordes parallèles (108) , il s'ensuit que l'aro 
BF, égal kBC—FCy sera aussi égal kBC-^EV^ 
et puisque sa moitié mesure l'angle BDF , et par con- 
séquent son égal BAC y ce dernier aura aussi pour mesure 
la moitié de la différence des arcs ^Cet ED , différence 
équivalente à l'arc BF\ ce qui est l'énoncé du théorème. 

PROBLÈME. 

117. Elever une perpendiculaire à V extrémité A 
l'iG. 04. d!une ligne droite AB , fig; 64 , sans la . prolonger 
comme Vexigerait le procédé du n^ 3a. 

Solution, On prendra hors de la ligne AB un point 
quelconque» O/duquel , comme centre , et avec un rajroix 
égal à AO , on décrira une circonférence de cercle 
BAH-, parle point j5, ou elle rencontrera k droite -^i5y 
et le centre O , on tirera le diamètre BOCy qui déter-t 
minora sur la circonférence un point C ; la droite AC,- 
qui joint ce point et l'extrémité A de la droite AB ^ 
sera la perpendiculaire demandée , puisque l'angle BAC 

sera droit (ii4)* ^ 

PROBLÈME. 

FIG. G7. 1 18. D'un point donné A, hors d'un cercle ,fig. 67,^ 
j mener une tnngenic à ce cercle. 
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Solution. On }oindfa avec lé point A, le pôiht O, 
centre du cercle donné , et on décrira sur AO , comme 
diamètne ^ une ciroonférehce de cercle qni l'encontrer^ 
k cercle £DB' en deux points ^ B0tB'\ lè$ droites ^^ 
et B'A ^ qai joindront x^es'points avec le point donné A , 
seront tangentes an cercle BDB\ ' 

£n effet , èi on tire dads.ce cercle les rayosB BO et 
B'O^ qui, dans, le cercle BB'Ay seront des cordes; 
les angles OBA et . 0& A seront droits , puisque leut 
sommet est sur la.circon£érence de ce dernier , et que 
Icfurs côtés passent par les extrémités de l'un de ses 
diamètrea (ii4) ; donc les droites AB et AB' seront 
tangentes. au cercle BDB' ( io3 ). 

PROBLÈME. 

U9. Par trois points A, B, C, fig. 68, qni ne sont i'IG.GB. 
pas en ligne droite , faire passer une circonférence^ de . 
cercle. 

Solution. Si Ton joint les trois points A, B, C, par 
deux lignes droites , AB et BC, ces droites seront 
des cordes du cercle qui passe par les points proposés. 
Elevant sur le milieu de AB la perpendiculaire DJE y 
et sur le milieu de BC la perpendiculaire FG , le 
centré O , qui doit être en même temps sur Tune et sur 
Tautrede ces perpendiculaires (io5), ne pourra se 
trouver qu'à leur intersection, qui aura nécessairement 
lieu (47). 

120. i*^*" Corollaire. La construction précédente ne 
donne qu'un seul point pour centre et qu'un seul 
rayon, puisque les droites -^O et OC étant égales, à 
OB ^ conune obliques qui s'écartent également des per- 
pendiculaires OD et O-F, seront égales entre elles : il 
est donc éyid^ent qu'il n y a qu'un seul cercle qui puisse 
en effet passer par les trois points A , B ^ C. 

La question devient insoluble lorsque les trois points 
A , B, C/ ?î0nt sur la mtnic ligne droite , parce que les 1 



jG £ L É M E N s 

perpeodictttaifes D£ et GF sont parallèîes (Sc)), et ne 
se rencontrant plus^ n'indiquent pins auctin centre- ; et 
en effet, aucun cercle né peut passer ^ar les point» pro- 
. posés , puisque s'il en passait un y ce cercle aurait trois 
points communs avec une droite, ce qui serait con- 
traire à ce qui a été prouvé dans le n*^ Cf4' 

lâi. a^ CoroUaire. Il suit encore de la même pro- 
position , que deux cercles ne peuvent avoir trois points 
communs sans se confondre ; car si l'on £àit sur ces trois 
points la construction indiquée dans le problème ci-des^ 
/ sus , on trouvera que les cerclés proposés doivent avoir le 
même rayon et leurs centres placés dans le même point. 

C'est pour cette raison que deux cercles ne peuvent 
se rencontrer en plus de deux points. 

THÉORÈME. 

lâa. I^eux cercles qui passent par un même point 
de la droite qui joint leurs centres, nont que ce point 
de commun , dans lequel ils se touchent par consé- 
quent; et réciproquement , si deux cerclés se touchent , 
leurs centres et le point de contact sont en ligne droite. 
Démonstration, i*. Si les centres O et O' des cercles 
riG. 69. AC et Aty^ Jig. 69 , sont situés tous deux du même 
côté du point A commun à ces deux cercles, sur la 
droite OO^, et qu^on prenne un point quelconque M' 
sur celui des deux qui a le plus grand rayo;i , eh j oignant 
ce point avec les centres O et O', on formera un trian- 
gle O'OM' , dans lequel on aura toujours 

00' -f OUr > O'M' ou 00' + OM' > &A; 

mais puisque O'A^zOO' + OA , on en conclura 

OO'+OM'^OO'+OAy 

et par conséquent OM'^OA : le point M' sera donc 
dans tous les cas hors du cercle AC. 

a**. Si les centres sont de différens côtés du point A^ 



I- 
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en O et O^, fiar exemple ^ le triangle OJIPO' donnant 
OM'-^ O'M" >OA+ O'A , on en conclura 

puisque O^ilf* = O^A ; et par conséquent le point M* 
sera hors du cercle jiC. 

La proposition inverse , comprise dans Ténoncé » se 
démontre en observant , 1^. que si les deux cercles AC 
et AO, n*ont que le point A de commun , et que leurs 
centres^ au lieu d'être sur la droite OAp soient sur toute 
autre droite O'M ^ en sorte que le centre du petit cercle 
se troave en o , on aura 

P'o ^oA> a A ou > iyM\ 
•etsandiant de part et d'autre (fo , il restera 

oA>oM^, 

ce qui est absurde , puisque oA étant supposé rayon du 
petit cercle AC, est égala om, nécessairement moindre 
que oM^, 

a^. Que si les deux cercles se touchent extérieure- 
ment» comme AC et AC , il est évident que la plus 
courte ligne que l'on puisse mener du centre de l'un à 
celui de l'autre , est égale à la somme des rayons , 
et que cette plus courte ligne passe par le point de 
contact y puisque si l'on joignait le point M" à chacun 
des centres > la somme des droites OM'^ O^M", serait 
phs grande que celle des rayons ; mais la plus courte 
Kgne que l'on puisse mener par deux points étant droite, 
laligne OAO" sera donc une droite. 

ia3. Remarques* J'ai déjà indiqué dans le n^ 22, 
tes conditions qui doivent avoir lieu pour que deux 
cercles se coupent : elles sont vérifiées de nouveau par 
le théorème précédent ; car on voit bien évidemment 
que les cercles AC. et AO cesseraient de se tou^ 
cher^et à plus forte raison ne se couperaient pas , si la 
distaace des centres , 00\ était moindre que la dit*- 
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férencédes rayons, et que M.la distance OÇ" surpassait 
la sonxniie des rayons de^ cercles AC etAC^^ qeus:-ci 
ne se toucheraient pas non plus. 

Puisque les cercles '^C, AC , ÀÇ"^ ont leur centre et 
leur point de contact A sur la même ligne droite , la per- 
pendiculaire AB^ élevée sur cette ligne, parle point A^ 
les touche tous à la fois ( i o3 ) . ' , 

De plus il est visible que quoiqu'on ne puisse mener 
aucune droite entre le cercle AC et sa tangente *AB , 
^ on peut néanmoins y faire passer une infinité de cercles 

differens (*). 

PROBLÈME. 

1 a4- Décrire un cercîexjui touche en unpolntdonné A, 
HG. 70. fig. 70, uT\^ droU^ABdonï^B de.positiçn, et qui passe 
par un second point donné C^ 

Solution, On éleveya 5ur AB , par le point ^ > la pef- 
pendiculaire AO', puis joignant les points A et Ç , on 
élèvera aussi sur le milieu de' ^C, la perpendiculaire 
DO^ ; le point O', commune section de .ces dei^ per- 
pendiculaires, sera Ip centre du cercle demandé. 

En effet , le centre de ce cercle doit se trouver aur la 
droite AO^ perpendiculaire a la tangente AB^ etpassant 
par le point A , où doit avoir- lieu le contact du cercle et 

■ > I | i I I I II I I 

■ * ' 

(^) C'est là ce qu'il faut entendre daus cette proposition, soutenue 
par pluÂenrs g^omèti-es, que Fangle de contingence CAB, form^ 
4Dtria le cercle et la tangente, est moindra que tout aiïgle rëctiligne , oi| 
foi^hé pajr c^uz droites , quelque pçtit que soit ce dernier* La di»* 
cnssiou ouverte h cet e'gard n'est venue que de ce qu'où ne s'cu'* 
tendait pas ^nr le ^ens qu^on attachait dans ce cas au mot angle* 
Ceux qui voulaient y appliquer la notion tirée des lignes droites, 
▼oyant dans l'angle de contingence -un espace indéfini CAB y com« 
pris evtte \e corclc AC et sa tangente ^ tu? ponraieQtt'asreo raisofi» 
le regarder çpmme moradrc.que 4qut angle rectil^oe, puist^'ox^ 
peut évidcmmcn|: tirer par le point A unc.droitc q\\i passe entre les 
points ^'ct j^. Mais tonte cette dispute, qui ne roulait que sur les 
mots, tom^a dans l'oubli dès qu'on s'apereut qu'elle n'hitcressaic 
eu rici) les principes. ^ 
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«Je latïroite AB (i o3); il doit être paréillemmt *snr DO'^ 
puisque cette ligne est perpendiculaire sur le milieu 
de la droite AC, qui ^ joignant deux pointé ^ et C du 
cercle dpmatidé, en est une corde (to5) : donc il est au 
point CX , ou ce^ deux perpendiculaires se rencontrent. 

ia5* Décrire unçercle qui touche e^UflpoiiftdoHHé A 
un autre cercle doni\é A£^ ei (fui passe parHH'.4fiCQnd 
point donné C. ' .1 

Solution. On joindra , comme dans le problème pré^ 
cèdent^ les points^ et C, et k perpendiculaire DO* éle^ 
yée sur le milieu de la corde AC, passera par le centre 
du cercle demandé ;" on tirera ensuite par le centre O 
du cercle doiiné et par le point .^', une droite qui devra 
contenir e^nm le centre du cercle demahdé^ (122); le 
point (y, où cette droite psoldngée y ^*il est nécessaire , 
rencontrera la droite DO' y sera donc'^ dans ce cas^ le 
centre du oerde dçteandé. . . ^ ^ 

La cetoatruçtioa ne changerait pas si le poîiit donné C 
passait w jC, dans l'intérieur du cercle donné AE; seu- 
lement le cercle demandé serait enveloppé par celui-<;i. 

PROBLÈME. 

ia6. Décrire sur une ligne donnée £F».Sg. 64 > ^o ^I^- ^4- 
cercle tel, que tous les angles ayant leur sommet à sa 
circonférence y placés du' même côté 'de cette droite y 
et s appuyant sur se^ eHirémités y soient égmix à un 
angle, donné* ' 

Solution. On mènera par le point E la droite KM y 
fusant avec EPy un angle KÈF , égal à Tangle donné, 
et dont rottvertnre soit tournée du même côté que 
celle des angles demandés ; il ne s'agira plus que de 
eoittlruire^ par le problème du n*^ 124 > un cercle qui 
passe par le point F, et qui touche en E\aL droite KM, 

11 est évident , par le n^ 1 1 4 > que tous les angles EGF, 



80 C L É M E K s 

EHFy EIF, ayant même mesure que Tangle HeP', se- 
ront égaux à Tangjë donné. 

N, B, On énonce aussi ce problème comme il suit : 
' Décrire sur une ligne droite EF, un segment (ou une 
portion) de cercle ËHFË, capable dun angle donné, 

THÉORÈME. 

\vj. Deux sécantes qui partent d*un même point È 
FIG. 7T. pris hors d'un cercle, fig. 71 , étant prolongées jusqu'à 
la partie de la circonférence la plus éloignée de ce 
point , sont rédproquement proportionnelles à leurs par- 
ties extérieures; cest'-à**dire , que ton a Ut proportion 

AE : DE :; CE : BE, 

dans laquelle une des sécantes et sa partie extérieure 
forment les moyens , tandis que^ t autre sécante et sa 
partie extérieure forment les extrêmes. - '\ 

Démonstration, En tirant les coudes AC et DB , on 
forme les triangles AEC et BED ^ qui sont sembla-*- 
blés comme ayant , chacun à chacun , deux angles 
égaux (G5), savoir : l'angle ACD et l'angle ABD^ dont 
le sommet est à la circo^nférence , et qui s'appuient sur 
le même arc AD (ii4)> puis l'angle AED , qui leur 
est commun. Comparant leurs côtés homologues^ on 
obtiendra la proportion . 

AE:DE::CE:BE, 

qui fait le sujet de la proposition. 

ia8. Remarque, Si l'on conçoit que la sécante EC 
tourne autour du point E en s'avançant yers F^ pour 
se dégager du cercle , les points C et D se rappro- 
cheront sans cesse , et la différence entre la sécante et 
sa partie extérieure deviendra de plus en plus petite ; la 
proj^ortion ci-dessus ne cessant point pour cela d'être 
vraie , il est naturel d'en conclure qu'elle aura lieu 
lorsque cette différence sera nulle , c'e8t-à--dire^ lorsque 
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la ligne CE étant devenue la tangente EF , \à partie 
extérieure sera devenue égale à lali^e entière. On aura 
dans ce c^s 

AE. : EF :: ef : be, 

fHToportioii qui lume 4ppx:end qu^ la ^ngç nta EF est 
moyenne p^portionnelle entre la séc^vte £E et b% 
partie extérieure jiE. Cette proposition peut aussi sf 
démontrer à priori, comme il wu 

Ayant tiré les cordes j^F et BF^ Jîg. 7B> on a le^ 
tri*ngle§ JEF et BEF, dana lesquels l'angle E est WG.71. 
commun^ çt 1^ angles EBFet EFjé ^iont égaux, comme 
^yant leur sommet sur la circonférence et 8*appuyant 
sur le même arc jiF', la comparaison de leurs côtés ho- 
mologues donnera 

JE : EF :: ef : be. 

THÉORÈME. 

lag. Deux cordes AB et CD, £g. 73, çu^ 5e reti' 
contrent dans un cercle , se coupent en parties récipro^ FIG. 7). 
quement projjortionnelles j c^ est-à-dire qu'on a 

AE : DE :: ce : be, 

proportion dans laquelle les parties d'Une eopdefor*- 
ment les extrêmes^ tandis que celles de fmUre for*- 
ment les moyens* 

Démonstration, En tirant les cordes AC et DB , on 
forme les triangles AEC et BED , qui sont semblables 
izomme ayant deux angles égaux cbaeuni.obacun (65) , 
•savpir, Tangle ACD et Fangle ABD, dont le sommet 
est placé à la oiroorfi&renee , et qui s'appuient sur ie 
«•me ai::c^ (ii4)» pois Vetnf^eAEC etFan^e BED, 
opposéf par le sommet. Coa^«rant leurs çâtés.hDmO'^ 
logues , on aura la proportion 

AC : DE ;: ce : Bp , 

qui fait le su]et ^e la proppsi|ion . 
Géométrie. i3* édition. 
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N^£. Il est facile de reconnaître que ce théorème 
et celui du n^ 127 ne sont que deux ca» particuliers 
d*une même proposition, que Ton peut énoncer 
ainsi : 

Lorsque deux droUes qui se coupent ^ rencontrent en 
même temps- une circonférence de cercle, chacune en 
deux points , les distances de leur point de rencontrera 
chacun de ceux où elles coupent la circonférence du 
cercle » sont réciproquement proportionnelles, 

i3o. Corollaire. Silacbrde^^ passait par le centre, 
ou devenait un diamètre, et que la cordée CD lui fiât 
FJGv 74. perpendiculaire , Jig, 74 > cette dernière serait coupée 
en deux parties égales ( 106 ) /et la proportion 

AE : DE:: CE: BE 
deviendrait 

j4E: CE:: CE : BE , 

puisque DE = CEi la droite CE serait donc moyenne 
proportionnelle entre les parties j4E et BE du dia«- 
mètre^^. 

Il suit de là que pour trouver une moyenne propor- 
tionnelle entre deux droites données iPf et N, il faut les 
porter à la suite Tune de Tautre, de Jl en E, et de E 
en B , .puis décrire sur leur som^ie j4B , comii^e dia- 
mètre , un cercle , et élever au point J? , où elles se 
pigment > la perpendiculaire EC, qui çera la moyenne 
proportionnelle demandée. 

i3i. Renutrque. La propositioB qui faille sujet du 
corollaire précéd^ , résulte immédiatement de la pro- 
priété du triante, rectan^e démontrée dans le n^ 74 ; 
car si l\on mène lés coides AC et CB , Tangle ACB 
étant dnût^ 1 14 )> on aura par le numéro cité, 

AE : CE:: CE : BE. 

Le mtme numéro donne encore cette proportion : 

AE : AC : : AC : AB\ * 
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de laquelle il résulte que la corde menée par l'extrémité 
d'un diamètre ^ est moyenne proportionnelle entre le 
diamètre et le segment formé par la pecpendicnkire 
abaissée de l'autre extrémité da cette corde. 

Par là on peut aussi trouver une moyenne propor- 
tionnelle entre deux droites données » en prenant la 
plus grande pour le diamètre AB^ portant la seconde 
de ^ en £, élevant la perpendiculaire EC^ et tirant 
la cofde AC^ qui sera ^ d'après ce qui précède , I4 
mojremie proportionnelle demandée. 

PROBLÈME. 

i3a. Partoger une ligne AB, fig« 75, «n nuy0tme fig* 9& 
eleoctrême raison, c'es^-^re, de manière qu'on ait 
la proportion 

AC:BC::BC:AB, 

dans laquelle BÇ» la plus grande des deux partiêê de 
la ligne AB, est moyenne proportionnelie mUr% cette 
ligne et loutre partie AC« 

Solution, il &ut dever à l'une des extrémités de la 
droite AB > la perpendicuUiiFe AE^^ égale à la mditi^ 
de cette droite; tirer BE ; du point E , comme centre 
avec le rayon AE , décrire un cercle ADP , et du 
point B, eonme centre avec un' rayon égal à BD , 
dédire l'arc DC : cet arc ^ coupant la ligne * AB au 
point C,\si partagera len ihoyenne et extrême raison. ' 

Pour le prouver, cm prolongera ^E jusqu'en F, et 
l'on aura; par le n® ia8^ 

BD :AB:: AB i Bfi 
d'où Von tirera . . 

AB^BDiBF^AB; : BD : AB, 
mais AB^Bl>=sAB^BC==:AC \ 

et puisque par couAlrttctjo» AE est la moitié de AB, il 
l'ensuit que .... 

AB^QAE:=a:FD, 

6.. 
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ou • 

' al pur etméqiMiit 

AC.BCi-.BC^AB, 

PROBLÈRIR 

• T • 

^ i33. Décrire ifn cercle g^i j^ass^ par^^tm^ jmnU 
rlG. 'fi: donnés C WD, fig. 76, et g^itou<;J^eunfi. H^mdfoiU 
indéfinie AB , donnée de position. 

Solution. On joindra les points Z> et C par une 
droite que Ton prolongera jusqu'à ce qu*efie ren- 
cotitre ^B , en A ; on prendra ensuite une moyenne 
proportionnelle entre ^C et JD , parle procédé indiqué 
n** i3i , et j4E étant cette moyenne proportionnelle , 
Qà U rapportera sur JI& ,. en déexiy^t du pokt Jl , 
eoflima centce , avec m^ rayon égal à JE, l'arc £F', 1« 
point F sera celui où doit se £ûre \^ contact de la 
4Foit9 JE fit du cei?çl« d^ïQUuidé t oitpotiirra donb dé- 
qrirfi ^e p^ol& «iuv««t h procédé an n^ 1 \^ , du par 

Cf^lui44 a^î ?^«4î 

Cfttesoj^tipn «^ proui«« ^ otoejfvwtqi» kligtte^^^ 

est we' s^^t^ ^ et qilie |« i^^tia» ^ cédiixt ^ ^Ql»«r 
«^^ ^^ , la pp8^ti<»^ du p^M ^ «ontapt » pour hlqul 
on doit avoir , dVprè# le n? |a8 , 

d*où il suit que la distance AF s*obtiendra en prenant 
une moyenne prc^rtic^uielle entre AD et AC (^). 



C) Le i^robtème da u^ prëeedeat tit celuf-ci smit susceptibles de 

deux solutions. D«i^lepEe^^c»^;pçi-s«g^ta)^^iitlil|ign 
"remplit les (Tonditions deTenonce', mais encore la ligne HF, en tant 
^n^ ABeùtttOfmoê pm^tUnieftè entre ;il#«lifÀ.t( To^exIT^/î-- 
plieation de V Algèbre a la Géométrie, ) 
Dans (a problème ei^|cHCIf > <HI |^t-^rt« 1a ligne ^^>j%. 76, 
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TttéûBÊME. . 

ies longueurs de^ ^Qordm AC 9 àFfqmipmêmiéêtune 
du , easUémiMs d^wn Aùmèfm^ <g. t^(» t^mt propor-- n& jl 
tiDrmeU».cmxsBi^n$m ÀlteêÂ&f e&mprû sitreedm- 
mètrs% éiêttB t^acMmké jcwnnuÊÊte à toutes cm èordes 
«t h pied 4t fa p9êfÈmd\iiilmM mbmiuée dà /«mftv 

>Diémton^ftÊÊum. 1NÉiqÉ> 4éê Mttfèb JtC M AF ioAt 
t«fpèadtame&tliM>f#Biie«'p]fopor6ôittdilès entre le Aà- 
Miètk*e làAieî dkgt^)ioê eegÛeDS Jtfj? et ^'(iSi>. 

OQ'WuHL 



e»'flMMcéiintà 

"3?: JF\ : AE : W«^ 

en m— UÉut ' Ie<fiieteur ^/f., commun «nx deux terme» 
da second rapport. 

« 

^NSif FOtrCOUfKS iNSCMTTS ET CiëCOÎfS&UTS 

AU CERCLE. 

- *3S. liemimiitB. JX est 4vi9ent que p^ds^u^on petit 
loajonrs faire passer un cercle par trois points donnés 



>m,i û i im 



'«OD^nlèmciit àtji^i^f mais da é6ié opposé , eo /* ; on ann Un 
iéeoad ttMld f ttî tottdhstft la éta^AB en /^., et qai panera par ka 

.^oipm Z> el|€7. 

Si la ligne DC derenait parallèle k AB , la conttmctîon taéiqiMfe 
tte ferai(j^as connaître lepoint F^^ mait il.eat visible que, duia oe cas, 
la peipoEoiculaîreélevëe anr le mÛien delà corde />C, et qni patte 
l^rleWà^du cerde demande' ; devenant ^perpendiculaire 2i la lan- 
fçesU ^Jl^ 4éteinBMi»ic le poilit df c^nlaet ^(1163}. 
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(iig), on pourra aussi faire passer un cercle par les 
sommets des angles d*un triangle quelconque ABC ^ 
MG. T3*Jig* 77* Dans ce cas^ le triangle AB€est inscritaxkeercle, 
et le cercle est circQnserit du triaiigler. 

Cette. propriété du triangle met en éyidencié celles 
qtri ont été démoDttées dans le» n** 36, 67 et 5i. 
l"". On yoît qtite la somme des ti^s angles du triangle 
est égalé à deux droits; car chacun d*eiix a pour me^ 
sure la moitié de Tare compris entre ses côtés, et la 
réunion de ces titHs moitiés, cotuposànt la denû-cir- 
conférence, est la mesure de deux an^es droits (110^. 
â''. L'égalité de deux angles ^AetB, enttaine celle df s 
arcs opposés, CB et jiC, respectivement doubles de 
ceux qui mesurent ces angles (11a); les cordes des arcs 
CB^^et AC y qui ne sont autre chose que les côtés oppo- 
sés aux angles AetBy seront donc égales (99)* La réci- 
proque de cette proposition se prouverait aussi facile— 
.' ment.. 

3^. EnCnle plus grand arc, lorsqu'il est moindre qu'une 
demi-circonférencç, étanttou}ours soutendu par la plus 
grande corde , il s'ensuit évidemment qu'au plus grand 
des angles du triangle est opposéle plus grand de ses côtés. 

PROBLÈME. 

i36< Inscrireun cercle dans un triangle donné ABC, 
FIG* 78. fig- 78 f c'esU-à-dire , décrire dans ^intérieur de ce 
triangle un cercle qui n^ fossé quen toucher les iroU 
cotés. 

Solution. On divisera en deux parties égales deu^ 
quelconques des angles de ce triangle (111), A et B,, 
par exemple; le point de rencontre O , des droites AO 
etBOy qui feront cette division , sera le centre du cercle 
demandé. 

£n effet, si l'on abaissé dupointO, une perpendiculaire* 
sur chacun des côtés AB, AC, BC, lès triangles A£0 , 
ADO, seront égaux (34),. ainsi que les Uiangles DOB 
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et BOFf parce que les deux preMiie» étant rectanglef j^ 
l'un en D, Tautre en E, auront de plus les angles EAO, 
DjiO, égaux comme moitiéAlu même angle DAE^et 
le côté AO comnun ; il 6n sera de taenia de» deux 
derniers , qui aont rectaogiles^ l'un en D^, Vautre en F» 
dans lesquels les angbs DBO^ FBO^Bont égaux oonuna 
niQÎtiésd'un même angle DBC, etle côté BO est a^n»- 
mun ; les deux paipendiculaires EO et FO sont donc 
égale» i DO, et par conséquent le cercle décrit da 
point O oommô centre, avec un rajcm égal à DO^ik^. 
fera que toucber chacun des côtés du triangjb ABC. 

Comme on n'a fait usage que des angles ^ et ^^ il 
faut euGoire pr^urer qu'en combinant avec l'un de ceux- 
cij l'angle C, an trouverait toujours le même point O., 
Pour cela^ on joint le point O et le troisième angfe C^ 
par la droite OC; l'égalité dea triangles CiSO» CFO^ 
rectangles» l'un en E, l'autre en F/ ayant les côtés EO 
st FO éffLnx, entre eux, et le côté CO commun (34) > 
prouve que la droite CO divise aussi TangLe C en deux' 
parties égales. 

137. Remarque. Puisque par trois pointa on ne peut 
faire passer qu'une circonférence de cercle , il est éri^ 
dent que si Ton prenait au hasard , un quatrième pointZ>» 
fig. 77, ce pomt pourrait tomber hors du cercle ABC', FIG- ^91» 
et alors il serait impossible d'inscrire dans un cercle lo 
qoadrilatère ACDB ; à plus forte raison doit-il y avoir 
des exceptions pour les polygones dont le nombre de.s 

côtés surpasse 4 (^)* 

THÉOBÈBIE. 
i38. ToiU polygone d'un nombre quelconque de^ 
cotés , lorsqu'au est régulier , c'est-à-dire lorsquil q 

» ■ m il II w^^^-^ lui! I I n y i ■ Il I n ■ ■ 

('^) Il est ▼ûible pnr la seule inspection de la figure, que t<vus les 
quadrilatère^ , tels que ACEB , dans lesquels la somme dfts angles, 
opposés, E ttA y-est égale à deux droits (ii 3), pcuTentétfé inscriu 
sa cecde ^ tandis que dans ACDB , cette somme siu^sse deiit^ 
^uits pour les angles. C et 2? , ai se urouTe moindre piitir A^tP (i-^^) • 
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/ÔU5 ^^5 ajigtés égaux et fous ses cotés égdu^,^ petit. 
être if\scrit et circonscrit au. cercle, / , 

1 t • • ' 

FIG. 79. Démonstf-atio^, Soit le poiyg<mé ABCDEFyJï^. ^g,' 
dont on suppose que les angles AB C, B€Dj ÔDE , étc . • 
Sérient tous égaux entre eux^ et qu'il eh soitde même de 
tofas ses côtés ^i8,jBC^ CD, etc. i*. Le cercle ^ûipstà^ 
sera par les sommets A^ B y Çy de tfois quelconque»^ 
des angïes de ce polygone ^ passera par tous les autres y^ 
oaat ai Ton ïnène, du centre O dùcercle ABCAè^ârh^ès 
AO, BO , CO > I>Oy etc. , lés trois premières sej|*ontv 
par construction y rayons de ce- cercle , et par conséquent 
égales; les triangles iso«fèles AOB et i? OC, seront 'aliôsî 
égaux y t^o/sÉêkie ayant leurs côtés égiaux dh^uh à cfaàc yti^ 
puisque, par hypothèse, BCt±^A^B', lès^^tis AB(> 
et €BO étant égaux, chacmi d*eux sera la môif^é één 
Tangle ABC Sa polygone : l'angle BCO^ qui leûi:* eîjft 
égal, sera donc aussi la moitié dfe ràngle^CD^égâl'â 
ABC , par hypothèse ; OCD sera f autre moitié ,. et sera 
par conséquent égal à BCO. Cela posé, CD étant, par 
rhypolhèse, égal à Clff., les tria%les BCO et OCJO 
auront, chacun à chacun ,. un angle égal compris entré 
' deux côtés égaux ^ seront égaux (16)., et donneronti 
Oth^OC'y ainsi le point D sem sur la circonférence du 
cercle ABC* On démontrerait de la même manièrequ» 
le point jE 'et tous ceux qui le suivent ,. s'y trouvent aassî* 

2°. Si l'on aT)ais.5e du point O , centre dû cercle cir-^ 
conscrit, et aussi du polygone inscrit ABCDEF, une 
perpendicukire OG surVun quelconque >^j5 dés côtés^ 
Se ce polygone , le cercle GH décrit du point O conlime 
èeiitre avec le rayon ÔG , et touchant^ en vertu de sa 
construction, le côté AB au point G, touchera aussi 
chacun des autres dana leur milieu ; car si du point O 
on abaisse sur le côté BCy consécutif à AB , la per-* 
pendîçtilaitfe O^, lès triàngTés OBGet OBHtectSLn^ 
gtes, l'un en 6^ Yàùfrt en Ffy ^yant de {Jus Tarigle 
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GÉO ^al à ÔBH^ et 4*iiypotémiie OB cénaam» , 
seront égaux (34) ; \U dcmiièrcmt par e»ttséq«nir* 
OG=iOH : le cercle Câ'toacbeni donc BC eA If» {kitnt 
fui est lè teifieli de ^C, pnisqueles obliqned 'OB et Od 
sont égales. Le même raisônnèmenf feva Voir ^fBtt cià 
cercle touche pareiUement chacun des autres côtés. 

i39« Remarque. Les angles ^O^^ ^OC» COD\ etc^ 
formés par les rayons^ menés du centre O du polygone, à 
chacun de ses an^es'» ftè ntômttieift angles au centre ^ 
pctp* Ift^LCtMtîiigBeir des angles âhareenférence, ABC\ 
BCDy CDEi etc. Tous le» angles au centre d'ui^ mèm^ 
poljgonA iiéjpifier, s^t égaluc , et leur scsnme étant 
écfiii valeoité Â quatre droits ( 1 3)| chac«uii d*eux est j&gal 4 
cette somme y divisée par le nombre des angles ou des 
cotés du polygone proposé. 

i4o. Les pofygones réguliers d'un même non^re de 
côtés sont seniblables , et leurs contours sont entre eux 
comme les rayons des cercles auxquels ils sont inscrits 
•tt circonscrits^ 

Démonstration, i*. Céà potjrgdnes ont leum angle* 
égaujc chacun à chacun; leîs côtés du premier étant 
ég^ux entre eux et ceux du isècond étant aussi 
égaux entre eîix , les uns et ïes autres sont tous- Ositi^ lé 
même rapport, et par conséquent proportionnels entre 
eux: les'pôlygones sbnfdonc Semblables (87). 

u°. Les angles AOB et aob , étant égatlx, et l'es 
triangles AOB eXaob étant d'ailleurs isocèles, seront ' 
semblables (G6);'ils donneront 

AB : ab :: AO : ao , 

et les contours des pofygones ABCDEF , ahcdef , 
étant entre eux comme leurs côtés homologues AB et 
ob (93), seront donc, d'àprèfe cette proportion, dans 
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le rapport des rayon» jiO etaQ, deu cercles dduis tes* 
qUelâ ce» polygcmes ^nt inscrite, 

La similîtiide des triangles v^GO et ago , rectangles 
l'un çn G et l'autre en g, est évidente à cause de l'égalité 
d^ angles BjIQ et iaa, et donne 

jiO : ao :: OGi og, 

d*où l'on oonchit 

AB : àb :: OG : og. 

il en résulte par conséquent que les contours des 

t deux polygones proposés ^ étant proportionnels à leurs 

côtés homologues AB et ai^ le seront au^ aux rayons 

OG et og , des ceroléa auxquels ils sont circonscrits. 

m 

PROBli:ME. 

i4i* Un polygone iunnombre -quelconque décotes 
étant inscrit au cercle y inscrire dans le inême cercle 
un second polygone dun nombre de côtés double de 
celui des côtés du premier y et trouter la valeur de l'iin 

des cStés du second, 

/■ 

riG. 8o. Solution. Soit ABy Jig. 8o, l'un des côtés du premier 
polygone » et AOB Taii^e au centre de ce polygone ; 
on divisera cet angle y ou l'arc AffB qui le mesure y en 
deux parties égales (m)» au point B\ et les droites AB' 
et B'B y égales entre elles, seront évidemment deux 
côtés contigus du nouveau polygone. 

Pour trouver la valeur de Aff y il faut prolonger le 
rayon ^O jusqu'en D ; on aura alors (iSi) 

AB''=:'Fdx'WÊ\ 

mais comme B'E = J?'0 -^ EO ^ que dans le triangle 
AEOf rectangle en E, le côté 



eo=z\/ao—ae\ 
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tt que AB=^ 4 AB^ ff ChiAO, ^D=:2A0, oo en conclura 



z=AO—Y AO'-iiABy, 



AB^^=fiAO{AO--\/ ^O'-^^AB) \. 

Si ronprend pour meeute commune^ ou pour unité, le 
rayon AO du cercle dans lequel sont inscrits les poly- 
gones proposés , on aura AO=i ^ et il viendra 



AB'^=SL[i—V^i—iiABy]: 

Si Ton partageait au point ff'g Tare AB* en deux par- 
ties égales , on aurait de même 

pour le côté du polygone qui en contient le double 
de celui qui le précède , et ainsi de suite. 

i4^. Le plus simple des polygones régtdiers, après 
le triangle équilatéral , est le quadrilatère dont les 
angles et les côtés sont égaux. Ce polygone se nomme 
quarré. \ 

La somme des quatre angles intérieurs de ce poly- 
gone valant , d'après' le n* Sa, quatre angles droits , 
et tous étant égaux, chacun d'eux sera droit ; ainsi , le 
^ quarré ABCD^Jig. 81 » a ses quatre côtés AB ^ BC , Fia 81. 
CD , AD^ égaux , et ses quatre angles A,B,C,D, 
droits. ' 

143. Hémar(fues. Le quarré est évidemment un pa- 
rallélogramme (70) qui a ses quatre angles égaux, et 
ses quatre côtés égaux; il ne faut pas le confondre avec 
le parallélogramme qui n'a que ses côtés égaux, et dont 
les angles sont inégaux : ce dernier , dont la figure 8a FIG- Ss. 
représente un cas , se nomme rhombe ou losange. 

Quand les côtés contigus sont inégaux , mais que 
les angles demeurent droits, le parallélogramme étant 



1/ 



1 



. (f% É L É M E N s 

re^àûj^è^ ït nVydnhé rimplèinent fèttùngh , AÈ€b^ 

riG. 83'7%. 83 , estTtm rectangle. 

Il est visible qae tout rectangle )(>etit s'inscrire dan» 

Ttn certilB , car les diagonales AC et ^Z> étant égales 

dails de cas ^ se coitperont éh tin point O > également 

éloigné des points A^ B , C, Z>/ pilisqu*en général 

AOz=zOCy DO=zOB (8o)j et'par ccaaaéque^t cîes 

points se trouveront sur la durçonférence du soercle 

décrit du point O comme centre , avec un rayon égal 

àAO. • ^ 

PROBLÈME. 

i44« Construira tih x/ùartë sur une ligne donnée ÂI^^ 
HG. 81. fig. Si. . 

Solution, il faut élever sur lés extrémités A et B à^ 
cette droite^ deux perpendiculaires AD et BC^ que 
l'on fera é^deé à AB \ joignant leurs extréinités C et D 
par une droite^ on Mua I^ <^àarré demandé ABÙÔ, 

£n effet, les côtés AD et BC étant ' parallèles et 
égaux , il en sera de même des eôté^ DC et AB (&4)'» 
les angles ADC et BAD ^ inteme« d*un^ œféme .éôté, 
I valant ensemble deux droits (,47)9 ^^^^ second étant 

lui-^même droit par construction y le premier sera droit 
aussi; on prouvera Ja aatême. chose pour BCD , «n b^ 
comparant avec ABU. 

PROB(rj^MB: 
14^. Inscrire 'dans uti cercle les\pafygoi%es de 4» 9^ 
16, 3â , 64 p ^tc. côtés. 

Solution. La question se réduit à inscriBB â*tJ)ord 
ce^lui de quatre côtes, puis<jue les autres se formeront 
par son moyen , d'après le n^ i4i . 
FIG. 84. Pour inscrire dansle cercle ABCD,Jig» 84*^^ quarré^ 
il faut, perpendiculairemept à un diamètre quelconqife 
AC, en élever uVi autre BD , ce qui déterminera sur 
la <;irconférence quatre points, A,B, C,D, lesquels 
étant joints par dès droites ,, formeront le quarr^ de-* 
mandé. 
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.]£a f!F^» l9# an^^ ÀBC^ BCD, etc. tonfc tous droits 
OU), et les côtés jiB, BC, CD, AD, sontég^u*, 
taoaamfi. étant les hj^potémisea des triangles r^ctMg^es 
A&fi,BOC, COD, POA ^yiàbl^nent égaiu^ entre 

<JBE(l<)- 

Le triante rectangle JOB donnant 

ipàBq^ AOz=zBO , on en ponclura 

JB=AO y/%\ 

et en prenant le rayon AO pour nnîté , il Tiendra seu- 
lement 

Silon substitue cette valeur dans celle de -^F, n* i4i , 
puis celte demière[dans celle de AB", et ainsi de suite^ on 
anra successivement la longueur des côtés des polygones 

4e 8, 16 > ete. côtés, rapportép à celle du rayon du 

♦ 

cercle. 

PROBLEME. 

148. Inscrire dans un cercle les polygones <fc 3^ 6 , 

i«, o4» 48» ^^- ^^^' 

Solution. Le côté de Thexagone régulier s'pffçc b 
pcnsier ; il est égal an «ayon dif c^rcl^ circonscrit. En 
dTet, àsm ce polyg9n#,ranglf an centre AOB,fig. $5 , FIG 85. 
étant la à^ime partie de ^pl^lre droits, est égaU ^ ou 
I d'un seul j^retrancbant cette iluanfif é de deux droits , 
i) reste j) rr-f oji lei; i d^un droit pour les deux autres 

(*) lifi pwA^^ pon^ obtenir j4B ^tsnt ngonrciiz , il iVosaic ^ye 
la G^mAne donne exactement Îsl grandeur de nncommensnrable 
1/ï qoç Ton ne peI^ obtenir «pe par approximation , avec |e sc- 
tLn de« nombres j mai» il ^ant pbserrer qn^lor» le nombre cherché 
n'est meV^Kpn'noti èà i«rt>ôrt ^e jÉB vnc AO\ ^ »H1 ^tait 
liiipaiir lyrfT'rrr «y««iW ?^ç4Hk ita^nreofè, «9/ p^ lignes, 
Foper^n incU^née da^s le n* 5» dl^ ne fipiraieiamais; c^ aocune 
droite/^eique petite qn^elle sôîi , ne peut les mesurer en m^mc 
temps Tune et Tantre. {f^or- lUnnitreir k ceUe^ote , p. ai5.) 
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aii^éB BAO, ABU , égaux d'atUeurs éntr« eux , ce qui 
fait encore | d*angle droit pour chabun : le tiiang^ 
ABO ayant ses trois angles égaux , sera nécessaicement 
équilatéral (37), et donnera par conséquent AB^szAO. 

On inscrira, donc un hexagone dans un cercle, en 
portant le rayon du cercle six fois sur sa circonférence, 
et en joignant par des droites , les points de division con« 
sécutifs. En prenant AO = i , on aura ABzzz 1 , et 
on s^élevera , par le moyen de cette valeur et des for* 
mules du n^ 141 » ^^^ valeurs des côtés des polygones 
inscrits, de la, a4, 481 etc. côtés. 

Pour parvenir à la valeur du côté du triangle équila^. 
téral inscrit -<^C£, il suffit d'observer que ce triangle 
se forme en joignant par des droites les angles^ de 
Fhexagone , pris de deux en deux , et que le triangle 
ACD, rectangle en C(ii4), donne . 

AÇzJ/" AD^ CD =K ( a^O) — Jo =^Ol/"3f 
et en faisant ^0=i ^ il viendra ACz=i V^3. 

PROBLÈME. 
i47* Inscrire dans un cercle lespolygpnes de. S, 10, 

Solution. On trouve premièrement le côté du poly*» 
gone qui en a dix, ou du décagone, en prenant lé pIuS' 
grand des deux segmens du rayon partagé en moyenne 
et extrême raison (1 3a )\ . . . . 

En effet, dans ce polygone, Tangle au centre, ^O^, 
FI(i. 80. Jig. 86, est la dixième partie de quatre droits, ou les ? 
d'un seul; il reste pour les angles ABÔ et BAO ^ 
a — I d'angle droit, ou | , ce qui donne \ pour chacun : 
Tangle BAO est donc double de Tangle AOB, $i l'on 
mène^G, qaifasaeavec ^^,raagle iS^Gégal à^O^, 
1er deux tiiangles^df^G et ABO, ayant encore un anglo 
commun B^ seront semblables (65), et donneront 

BG:AB::AG:AO\ 



r 

I ■ • ■ \ 
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or, le triangle ABO étant isocèle', le triangle ABG 
le sent pareillement : on aura donc 

De pins , l'angle BAO étant ^al à AOB^ sera la moitié 
de BAO\ Vautre moitié GAO sera par conséquent 
égale à AOB, ce qui donnera (37) 

GO^AG^AB; 

etlaproportfon précédente , devenant alors 

BG:GO::GO:BO, 

montre que le rajron BO est en effet partagé, au point G, 
en moyenne et enctrême raison , et que AB est égal au 
plus grand des deux segmens. 

Si l'on joint par des droites les angles du décagone , 
pris de deux en deux , on aura le pentagone. Je ne 
m'arrêterai pas à calculer le côté du décagone , parce 
que cette recherche est plus curieuse qu*utile. 

148. Remarque. On a dû s'apercevoir facilement 
que l'inscription des polygones dans le cercle, revenait 
à la division de la circocdférence en un certain nombre 
de parties égales. Les procédés indiqués pour inscrire 
les polygones de 4, 8, i6> Sa > etc. côtés , ceux de 3, 
6, 13, a4, etc., ceux de 5) iQ, ao, 40» etc., serviront 
à diyiser la circonférence d'un cercle, suivant les 
nombres de ces diverses progressions. 

H est à propos de remarquer que Ton peut aussi la 
diviser suivant la progression i5 , 3o , 60^ etc. , parce 
que le polygone de six côtés donnant la sixième 
partie de la circonférence, et celui de dix en donnant 
la dixième partie, la différence des arcs aoutesdus par 
les côtés de ces pc^ygones , sera égde à| — t; de la çir- 
con£érence , ce qui revient a -j^ de la circonférence. En 
portaortdonr de ^ en JET» le rayon du cercle, l'arc BH 
lera cette i5* partie, et sa corde sera le côté du po« 
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ment égaux entre eux ; et Ton prouyera , comme ci- 
dessus , qu'ils coinpreïment des angles égaux. 

i5o. Corollaire: On peut trouver^ d'après ce qui 
précède , la valeuf du côté JB du poflygone eîropnsork. 
En effet , Us droites Ja et Jb étant égales (149) ainsi 
que Oaet Ob,\tLlï^e AO est perpeiï^çulaire-sur te 
milieu de ab (ag) , et les triangles ùôa tt OAa eont 
semblables , comme ayant chacun un angle droit , Tun 
en G^ Tautre en a , et un angle commun en O. On 

tire <|# là 

OG\ OaV. aGl^aA, 

ou OG: Oa lliiAziAE, 

d*où il résulte 

AEqvlABt^ 



ab X Oa 



en observant que le triangle rectangle OGa, donne 

OG=\/oa^aG= V Oa^Haby. 

i5i. Remarque. Il est important dVbsprver qu'9, 
mesure qu'on multiplie les côtés du polygone inscrit , 
son contour augmente; tandis que celui du polygQure 
circonscrit diminue dansl^même circonstance, ^i^eflfet^ 
FIG. 88. «Ton divise en deux l'arc <za'6, fig. 88, et qu'on tire 
les cordes a(^ et a^b , on aura deux côtés consécutifs du 
polygone inscrit, d'un nombre de côtés double de 
celui des. côtés du polygone auquel appartient ab» 
Tirant ensuite A'B^ perpendiculairement k a'O ^ les 
droites aA\ A^J ^ a'B' ^ B^b , seront des demi-côtés 
du pol}^one circonscrit correspondant à celui dont a ti 
Fait partie ( 149)* Maintenant il est visible que lespor— 
tions aAb ^ ajfffb, ab , aa'b , seront contenues dans 
les polygones dont elles font partie , autant de fois que 
t'arc {uib Test dans la circonférence entière , et seront 
par conséquent des parties semblables de chaque po— 



f 
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aa! -j-a'b^ ab , 

le contpur du second polygone ii^scrit surpassera celui 
dp premier. Ensuite^ de ce que 

il résulte 

ajfB'b^aA + bA £i5), 

et que par QODséqueut le contour du second poijgiMie 
circonscrit est mcHudre que celui du premier. 

Cela po&éy puifKpie la fM)lygoue fciserity toujours 

ipoindre que )a polygcme circonserit correspondant 

ao^n^e de contour » quand on multiplia ses côtés , 

tandis -que celui-ci diminue ^ il eu résulté que la 

différence entre les deux polygones décrok aussi dans 

la même cùrconstai^ee. On pçut n^iême , quelque 

petite que soit la quautité donnée f, trouver d«ix po* 

lygonesj l'un inscrit ^ Tautire circonscrit » tels que la 

différence de leurs contours soit moindre que cette 

grandeur. Pour s'en eosvaincre , il faut se rappeler que 

les contours de ideux polygones réguliers d'un même 

DCHubre de côtés, sont entre eux cosune les rayons des 

cercles auxquels ils sont circonscrits (i4o); car si l'on 

désigne par Pie contour du polygone ABCDff,Jîgf 87^ pili. 87* 

et pair p -celui du polygone abc de, on aura 

P\pl\Oa\OG\ 
doùi'on conclura 

Mais rien ne s'oppose i ce que l'on rende i/G plus petit 
qua telle grandeur donnée qu'on voudra; car, ayant 
porté sur le rayon Od une partie tlG de la petitesse 
demandée, et tiré la corde aÂ, si l'arc axéb n*est past 
.a}i({90te de la circonf érence , il n.'y aura qu-^a prendre 
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une partie aliquote moindre que cet arc^ et la ligne 
analogue kt/G sera çncore pli}8 petite. 

On peut donc » en multipliant , autant qu'il dem né^ 
cesçaire , les côtés du polygone inscrit ^ rendre la quan- 
tité P — p aussi petite qu*on voudra. 

i5a. Corollaire. Puisque , d'après ce qui précède^ les 
contours des polygones circonscrits diminuent sans cesse, 
à mesure qu'ils approchent de la circonférence du cer- 
cle , tandis que ceux des polygones inscrits augmentent 
toujours dans la même circonstance , il est visible que 
la circonférence du cercle .est moindre que le contour 
du polygone circonscrit y et plus grande que celui du 
polygone inscrit. Cette circonférence différera donc 
moins de l'un quelconque de ces contours , qu'ils ne 
diffèrent entre eux; et l'on pourra par conséquent 
trouver un polygone, soit inscrit ^ soit circonscrit, tel, 
que la différence entre son contour et la circonférence . 
du cercle, soit moindre qu'une grandeur donnée, quel- 
que petite qu'elle soit. 

C'est sur cette propriété que repose le procédé 
qu'Archimède employa pour parvenir à déterminer d'une 
manière approchée , le rapport de la circonférence au 
diamètre , et j'en ferai un usage semblable , lorsque 
j'aurai montré que ce rapport est le même dans tous 
les cercles/, pour cela j'établirai un théorème qui 
pourra s'appliquer à toutes les propositions du genre 
de celle que j'ai à démontrer. 

THÉORÈME. 

V 1 53. Si deux grandeurs invariables XetB sont telles 
^iton puisse prouver que leur différence A — B est 
moindre qu'une troisième grandeur i^, quelque petite 
que puisse être. cette dernière, ces deux grandeurs sont 
égales entremêliez. .../'. 

^^Bfmomtration, ïln effet, si elles étaient inégales on 
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aurait nécessairement A — B=zD ^ D marquant leur 
différence ; il ne serait donc pas possible de prendre / 
an-dessous de />, et par conséquent aussi petit qu^on 
Tondrait. 

Observation. Il faut bien faire attention, dans la pro« 
position ci-dessus au mot invariable; car on peut bien 

trouver, par exemple, une expressionde ^a qui diffèrç 
de la vraie , d^une quantité moindre que telle autre 
qu'on Yondr^, sans cependant arriver jamais à la va- 

leur exacte d&V^a ; nuis les résultats changent à chaque 
aouvelle approximation , tandis que les grandeurs A 
et B ne sont susceptibles Tune et. Tautre » que d'une 
seule détermination^ 

THÉORÈME^ 

i54- Les circonférences des cercles sont entre elles, 
comme leurs rayons ou leurs diamètres^ 

Démonstration. Quel que soit le nombre de leurs 
côtés, pourvu qull soit le même dans Tun et dans 
lanfre^les contours de deuxpoly<gonesréguliei:s.y étant 
entre elix comme les rayons des cercles dans lesquels ils 
sont inscrits, si l'on désigne par p etp' ces contours, et 
par R et R' les rayions des cerçle& correspondans , on 

d' R^ 

aura— =-g-; etdepltis, onpeutconcevoirque le nombre 

des côtés des polygones soit tel que les différences entre 
leurs contours, et la circonférence du cercle dans le- 
quel! chacun d'eux est inscrit, soient au-dessousde telle 

C 

grandeur qu'on voudra. Si donc -^ est le rapport des cir- 

(y w 

conférences, la différence entre les rapport» -jj^ et. — , 

s'il en existe une , pourra être réduite à tel degré de 
petitesse qu'on voudra. Cette différence étant aussi 

celle des rapports invariables -^ et -^^ puisque ^ = ^ j. 
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OU' jifetit proiivet que tar (fiffcrénce efitré les quaniif e* 
invariables — ®t-jf * «st au-dessous d« toute grandeur 
donnée : on aura donc, par la proposition précédént€ , 

ce qui donne aussi 

en appelant D ^t jff fes diafiiètïèï d^s kéiècUé ^vdptf^ 

àé8(*). 



t*iiH»jir tjui 



{*) Ceci peut «e prouver immëdiatement de pltùiènrs màni^^tès # 
par des raisonnemens analttgiie*' S fceiik du n*» 58 , en observant 
que, quelque peu difîerens que/oîéht l'un de Pautre deux cercles , 
6il ^eut toujours concevoir un polygone régulier pliis grand que 
fun et plus petit que IVutre. Gé(te proposition , qui rësàlté ^vi^ 
demment de celle du n"* i5a, a c'te' prcseniée par Euclide ( liu. XI J ^ 
proposit. 1 6), sous une forme très élégante. Cet auteur suppose qu'on 
tlGt 8^ ait décrit les deux cerclés d'un centre commun (y, fig* 8gf.' Il est 
tifclbk afôi-à que si on mène la tangente MN au cerclb intértelir, et 
ipi'oirpreimb Aor h; cercle «Kt^rieur une partie aliquote moindre i^u« 
lare MQN^ le polygone JïE'F'GU'y construit sur celte partie , 
n'atteindra point la circonférence du petit cercle. 

Vbîci comme Mauroljcus, abteur d^un Commentaire tr^s estimé 
sur Archimède, imprimé à Panorme en Sicile, soiis la date de i685 , 
s'est servi de cette remarque (p^^. 5 et suW, ) pour démontrer la 
proposition ci^tsBsas. 

Si l'on n'avait pas C: Ù :: 2>Ô : dOf, mais C\ C ti DO : D^CX^ 
jycy éfànt > ctO'î on décrirait sur ZXO' tm cercle concentrique 
ati cercle Cf, ètPon inscrirah daûslc pteinifertin polygoncZ>'£'/^ Ô^ifiT, 
qui n'atteignit pas le second : comparant ce polygone à son c6rres* 
pondant DÈJF'GH dans le cercle C, et désignant les contours res- 
pectifs dte ces polygones par p' ei p, on aurait 

•' • / DO:ir(yt:p:p\ 

d'oii il suîvrjiSt 

propôr^oti absurde , puisque Û^p, C ^p*. 

On ne peut pas supposer non pluç moindre que if(y le qnnirUfn^ë 
teitne de H proportion dont les trois pi-emiéi-s sotit Oy Cf DO \ vM 
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i55. CoTolkûre. La propositioit préoàdente fait ycâr 
que le rapport de la circonférence au diamètre est le 
même dans tous les cercles, et quon peutj, au moyen 
de ce r^q^port^ calculer la longueur d*une circonférence 
dont on connaît le rayon. En effet , si «* désigne ce rap- 
port^ on, ce qui revient au même^ la circonférence du 
cercle dont le diamètre est pris pour unité^ on aura 
cette proportion : , 

I : T :: a/l : C, 

de lac^uelle on tirera 

C 

a*- 

formuIesaYec jeaqâdleson c alo ul e r ak COTOriférence C^ 
lorsque le rayon R sera donné, ou le ifayon quand on 
c6anaîtrala circonférence. 

PROBLÈME. 

i56. Ttouver le rapport ttfptoché de la circQnfv'^ 

rence au diamètre. 

Solution. Il est évident par le n^ 1 5^ , qu'on résoudra 
cette question^.en calciilaiitdan^niie de», évites de ^ojly-* 
gones qu'on sait inscrire ^ le contour d*un certain nombre 
des prenrierr, 6t le contour des pôtygôties circonscrits 

^jJl,jAi^a*fcM*^itfW«— ***»-*- *.>M.*— *■»■ ■■■ ll«l I .1 I i n ^ 1 I ■■ > Il l> I 1 I 

•i tda ^it, eu le iéégàBint par X, ùH aurait 

X: DO ::d'(y : Zf 

Z eCitot > DO'y et rettvcruOit U propbrtion CiC :: DO : X, il ci» 

lëKéhorait 

a : C i: X : DO ;: ifO' : Zj 

^eil-&i4îre ^oto U ffOkteièiM tettnt de la propoitkm C*: C::ti& :Z 
serait plus grand qae le rayon du second cercle, ce qui a ëte' prouvé 
alifturde dans le premier cas de la de'monstration. 

L*aTaôtâgc~qûVB peat-trohver à ce tour de demonitratlon , qi»» 
est, comme on le voit, très ancien , c^^est qu^il met, en quelque 
sorte , aoos l<rs yeux le pclyf^oue qu^il faut considérer. 



I 
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correspondans. On aura par ce moyen deux suites dd 
nombres, les uns plus petits que la circonférence , les 
autres plus grands; et Ton s'arrêtera lorsquela différence 
des nombres correspondans des deux suites, sera devenue 
moindre que le degré d'approximation qu'où veut obtenir 
dans la valeur de la circonférence. Je vafe appliquer à 
cetteTecherche les polygones de 6 , 1 2 , -24 , etc. côtés ^^ 
inscrits et circonscrits au cercle dont le rayon ^= 1 . 

Soient d'abord, a le. côté d'un polygone inscrit 
quelconque , A celui du polygone circongcrjt corires-» 
pondant , a enfin celui du polygone inscrit èoni^ 
prenant le double de côtés du premier; on aura (i5o^ 

a .a. 

A ^!^ » M m i i il '< m '■»■ »■» ^^^ ■ I niiTii, m I 



< M m i i il -^ i M ''»i r» — — ■ ■ ■■■'■'' ■— 4 

et ('40. ... . , 

•■ En commençant par Kii^agonçidsorit, on axae.a/é=: i ^ 
on trouvera Az=z — —_. Lç contour de l'hexaçone inscrit 

se^a par conséquent ê> eelui de l'hexagone cîrcons-' 

■ la ' ' '•' :'■••:* ^ ■ .. • 

çrit —7^ \ et la circonféirençe se trouvera .coi»pri§e 

■ 

entre ces deux nombres :- en obtiendra des limites plu6^ 
resserrées en passant aux pply§on,es réguliers de ta. 
côtés et aux suivans. 

3oient donc a', a" ^ a*, etc. les côté^ des polygoneç^ 
inscrits de 1 a, de 24, de 48, etc. côtés, A\ A", A'" y etc^ 
les côtés des polygones circonscrits correspondans ; le 
raypn du cercle étant 1 , sa circonférence sera st (iSS),, 
et si , pour abréger, on pose 



/^it/4^û'-, r^'='^\/4—a"\ rT=i\\/i—a*\ etc,, 
, an aura par les formules précédentes 
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io5 



C>iaû' 






M 



>#•=* 



^= 






f>48a- 



etc. 



f 

On trouvera successivement v 3=^ i ,732060807568877 (♦), 



/ 

/ 
a' 



,517658090206 
=0,965926826289 

=0,26106238444^ 
=0,991444861374 

=0,130806268460 

=0,9978589^3234 

a»' =o,o65438i 65643 

r»' =0,999464687476 
a' =0,032723463263 
^" =o,9998Sei37909 

fl** =;^0,01 6362279208 

'"' =0,999966535917 
û''» =0,008181208062 



r'" =0,9999916^444 

qTui =0,004090612682' 

r"" =0,999997908359 



0« 



=^3,00204530736 1 

=0,999999477089 
=0,00 1 022G538 1 4 

=0,999999869^72 
=20,0006 1 1 3269 24 
=0,999999967^18 



12 d =16,21 16671) 

12 A =6,4307806 ( 

24 û" =6,26625721 

24 jr =6,3193199/ 



48 ïT =6,2787004) * 

48 JT =6,2921724/ ' 
96 û»^ =6,2820639) 

96 >^«* =-6,2854292) ' 

192 €C =6,2829049) 

192 A" =6,2837461/ ' 

384 a^» =6,28311 521 ' 

384 -^^^ • =6,2833260/ ' 

768 a^" =6,28316781 » 

768 ^" =6,28322o3/ ; 

i636 a^«" =6,2^i8o9> \ 

i636 ^''•"=6,2831941 1 • 

3072 û'* =6,28318421 ' 

S072 ^«* =6,2831875/ 

6144 a» =6,283 i85oV • 

6144 A^ =6,283i858i 



12288 c«' =6,2831 8521 
12288 A' =6,283i854J 
On voit par ce tableau comment les contours des po- 
lygones inscrits et circonscrits, correspondans, se rappro- 



(*) f^oyez Mcmoîrcs de rAcadémie des Sciences, 174? » p^g 44^» 
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chent déplus en plus; ceux des polygones de iaâ88 côtés 
tie diffèrent qud de deux unités décimales du septième 
ordre. Les sept premiers chiffres , communs à Tun et à 
Tautre > appartiendront nécessairement à ia circonfé- 
rence du Cercle , dont la longueur sera par conséquent 
6,â85i859 à moins d*Un millionième près. 

Si Von prend pout la circonférenôe 3u cercle , le 
milieu entre le contour du polygone inscrit et celui du po- 
lygone circonscrit de iâa88 côtés, on aura 6,283i853^ 
valeur qui est exacte jusqu'au dernier chiffre inclusive- 
ment ; le rapport dU diamètre & la cir^onféi'ènce sera 
. doncâ : 6,a83|i853, ou i l 5,i4^5q^6^. en divisant ses 
deux termes par a. Aiusi 3, 14159216 est une valeur ap* 
prdchée du rapport désigné pat *•, dans le n° i55^ et en 
faisant Cî=5i , on trouvera âij^ào, 3i83û9g , nombre 
quireprésente le diaipètreJors(|uéla oircîouférence est i . . 

Arcfaimède s*arréta^ au polygoâe ibàorit et circonscrit 
de 36 côtés ; et trouva que la circonféî*ence du cercle 
était <;5^ et>3f7^ ço qui donne le rapport si 
coium.de 1 : Sy ou 7 : 9fl. Depuis on a poussé l'exacti- 
tude beaucoup plus loin ^ mais parmi les divers rapports 
coilnus , celui de 1 1-3 à 355 mérite une attention partie 
culjère par sa simplicité et son exactitude , puisqu*étant 
évajiué en décimales» il donne 3,14159129.» résultat vrai 
jusqu'au sixième chiffre décimal. Adrien Métius y en 
rapportant dans sa Geojnetricb practica le rapport ci- 
dessus I l'attribue à' son père; Piètre Metius , comme 
l'ayant publié dans une Réfutation de la quadrature du 
cercle, de Simon Duchesne (*). 

■ ■ I ■ I 111 , I . »l ■!_<■■ — 

(^) Les recherches des savans anglais datis riiiile, nous ont fait 
contiattrd na rapport dé la drcotifeVence au diamètre pltlft appro- 
che' qu6 celui d^Archimède , et qu^ils regardent comme plus an^ 
cicn ; c'est celui de 3927 5 laSo , consigné dans VAyeen jéUbery-y 
ouvrage persan contenant un extrait de la doctrine des Brames. Il 
revient è 3,t4i<S: il est exact juâqu'iiait dix-mifliètnes , et de'pead 
par c^nsëfuent <ki petygORe de 768 c^tes. 

Il est bonde sayoirque les rapporu 7 : !i2 et xi^; 355 se pi€- 
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1^7. Rgniarqués. La formation d^ tôUeatt précédent 
h'est pas lé moyen h plus expédttif pour parvenir à ta 
taleur du côté du dernier polygone inscrit qu'il Fen<*> 
Ferme ; on réduit à la moitié le nombre des extraction» 
de racines en calculant^ au lieu des côtés des polygones 
intermédiaires, les cordes BC, B'C^Jig, 80 ^ des arcs FIG. 80. 
qu'il faut ajouter aux arcs AB et AB^ y pour compléter 
la demi^circoaférenoe. En éifet , 

BCz=\/^Âc'^ZiB] BfC^y AC^AB\ 

puisque les triangles '^^£?^ AffC^ formés sur le dia- 
mètre AC et ayant un de letits angles à la circonfé- 
rence , sont nécessairement rectangles (ii/ô* Si Y on 
prend le rayon AO pour unité , que Ton désigné AB 
etAB\paraet a', -fiCet iï'C par i et i', à cause de 
AC:i=± a , on trouvera 

et cottfflie on a , par le n*> prècéd., dt=^ a — V^4 — a% 
il viendra 

«'= V^fl — 6 ou a'« = a — . i ; 
mettant cette valeur dans celle de h\ il en résultera 



» t i 1 1 ■ I. ■ h 



ientent d'*enX-méme8 ilans la suite des fractions approchées que Ton 
obtient lorsque Ton convertit en fraction continue {çArithm. i63). 
ia fraction ordinaire qni correspond au rapport exprimé ci-dessus 
en décimales (Aritfim. 85). Mais comme ce rapport n^est pas rigou- 
reusement exact, on ne doit pas pousser Je calcul jusc[u'à la fin ^ il 
faut opérer en mdrae temps sur les fractions 

3i4î5936 31415937 



I 0000000 I 0000000 



f%ne plus grande, Tautre plus petite que le rapport exact, et se 
borner aux quotîeus rp.ii sont communs anx deux opérations- (Pour 
plus de détails, voyez le Compl. des Ettm. iV Algèbre) 
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on passera donc de b à b' en prenant la racine quarrée 
de la première quantité augmentée de d» Il est évi- 
dent qu'on aura de même A" = ^/a + i', M représen-^ 
tant la corde B^Cde l'arc correspondant à jéB'^, moitié 
de j4B\ et ainsi de suit«. 

En partant de a = i , on trouvera 

b = i/T= 1 ,73ao5o8o75v 
b' = K a -f. 1 ,73ao5o8o75=: ï ,93i8oi6525 
b" = k'a + i,93i85i65a5= 1,9828897327 
b'' ?= i^ 2 + 1,9828897227= 1^,9957178455 
fe'^ = ^^ Th^ 1,99.57178465" = 1,9989291749 
è\ = 1/ 2 + 1,9989291749 = 1,9997322758.. 
*"" = ^Q + i>999733a758 = 1,9999^0678^ 
' iv"= 1/2 + 1 ;999933o678 = 1^3,9999330678; 

et comme i répond au polygone de 6 côtés , b' répondra* 
à celui de i'2 , b" à celui de 24, b*^ à celui de 48 , A *^ à 
celui de 96 , 6^à celui de 192, b^- à celui de 384, ôti^'** 4 
celui de 768. En nommant a^" le côté de ce dernier,' 
on aura 

a^" = |/4— M>" = v/ 4— 3,9999330678 
= V^o,oooo6B9322'= 0,00818121 ; 

et multipliant ce nombre par 768 , on obtiendra le^ 
coi)tour du polygone inscrit de 768 côtés , comme dans. 
}e tableau du n^ précédent : on calculera. ensuit q. le go.-^ 
fygone circonscrit correspondant* 
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PKEMIËRE PARTIE. 
SECTION n. 

De taire des polygones et de celle du cercle. 

i58. X AR la surface d'une figure quelconque, on 
entend la portion d'étendue renfermée entre les lignes 
qui terminent cette figure. On appelle aussi cette éten- 
due Vaire de la figure. 

n serait convenable d'alFecter spécialement le mot 
vire à Tétendue superficielle , lorsqu'on l'envisage par 
rapport à sa grandeur : car le mot surface s'emploie le 
plus souvent pour désigner la forme , abstraction faitp 
de toutes limites C^) : c'est ce que je ferai dans le cours 
de cet ouvrage, 

• iSg. Il est évident^ et d'ailleurs la suite en fournira 
beaucoup d'exemples , que deux figures de formes très 
différentes peuvent renfermer des aires égales. J'expri-^ 
.merai cette circonstance en disant, avec M. Legendre, 
que les deux' figures sont équivalentes y et réservant la 
dénomination d'égales pour les figures semblables qui 
peuvent être superposées. 

160. Dans les triangles et dans les parallélogrammes» 



(* ) On dâ en effet nne surface eourhe , par oppoeîcion an plni 
oi^à la surface plane ^ et poor en déterminer l'eteiMlne, il faudrait 
dire la surface d'une surfitce courte, locn don vicieuse à tous égards, 
tandn que Taire cTune surface courbe est nne expression à la fois 
claire et correcte. En Fadopunt , on conserre Fanalogie entre les 
lignes et les surfaces , puisque ces mou s^appliqnent aux formes seu- 
lement; et le mot aire devient , pour le second cas, Tanalogue du 
mot loTu^euf dans le premier. 



1 lO É 1 É M B N^ s 

on choisit arbitrairement un des côtés , auquel on donne 
le nom de base , et Ton appelle hauteur la perpendi- 
culaire abaissée de l'angle opposé à ce côté dans le tri- 
angle. » ou d'uA peint .quelooaquejdu ^tôti opposé dans 
le parallélogramme. 

FIG. 90* ^^ ®* ^^ffiS' %^* iprtle^. jk«iteurs des triangles 
ABC y A'ffC y en prenant les côtés ^C, -^C, pour 
l>ase. Il faut remarquer que \fL pexpenéiculaire jlrl/, 
tombant en dehors du triangle J!BC \ est, à pro- 
prement parler, perpendiçi^ W^ «^ k pro|ongp^^ent 
de la base. 

Le sommet de Taiigle opposé à la base s'a{)pçlle le 
sommet du triangle. 

La droite IK est la ha9teur du parallélog^ap^me 
EFGH, Il est évident quelle demeurera la mê^î^e , de 
quelque point du côté HG qu'on l'abaisse (55 ). 
* Il JxpBt p2^8 njioins. évident que les triangles dont les 
bases sont sur la même droite, et dont Içs sommets 
sont sur une ligne parallèle à cette base , ont |Ilêm^ 
hauteur ; c'est-à-dire que les triangles compris entre 
les mêmes parallèles ont même hauteur. Les triangles 
ABCyA^B'Û^'etle parallélogramme EFGH, ont tous 
les trois même hauteur, puisque, entre les parallèles AF 
et BG, les droites BD , B'iy et JK, sont égales (55); 

théorèmï:. 

i6i. Deux parallélogrammes de même base et d^ 
jnême hauteur , sont équivalens^ 

Démonstration. Ces parallélogrammes ayant même 
base , on po^ra poser celle de Vvm sur oelle de l'autre , 
et comme ils ont eçi outrç même hauteur , Iç côté P4- 
r^llèle.à la base du premier , tombera sur le côté op* 
.posé 4 1a base du second, ou §ur le prolon^ment de 
FIG.9I. ce eôté, ainsi que le montrent les deux figures gi, à- 
regard des parallélogrammes ABÇD, ABEF. 
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Cela posé , les triangles ADF et BCE sont égaux , 
parce que les côtés -<^Z> et ^C , -^F et BE, sont res- 
pectiTement égaux ^ comme côtés opposés d'un même 
parallélogramme y et que les angles DAF , CEE , dont 
les côtés sont parallèles , et les ouvertures tournées 
dans le même sens , sont égaux. Si du quadrilatère 
ABEDf on retranche d'une part le triangle ADF, et 
de l'autre BCE , on aura nécessairement deux gran- 
deurs égales, dontVune sera le parallétograxmne^^^F^ 
et l'autre le parallélogramme ABCD. 

THÉOBÈME. 

i6a. Un triangle quelconque est la moitié tfunpa^ 
rallélogramme de même base et de même hauteur. 

Démonstration. Si , par les angles ^ et Cdu triangle 
ABC^Jig. 92, on mène lesdroites^Z? et CD, respec- FIG. 93. 
tivement parallèles aux côtés AC et AB , la figure 
ABCD sera un parallélogramme ( 79 ) ayant même 
base et même hauteur que le triangle proposé (160). 
Les triangles ABC et BCD „ ayant leurs côtés AB et 
CD, AC et BD , égaux (54) , et en outre le côté CB 
commun, seront égaux ; le triangle ABC sera donc la 
moitié du parallélogramme ABCD. 

i63. Corollaire, Il suit de là que deux triangles qui 
ont même base et même hauteur , sont équivale n s. 
£n effet, ces triangles seront , d'après ce qui précède , 
les moitiés de parallélogrammes de même base et de 
même hauteur^ ou de parallélogrammes équivalens (1 61;. 

PROBLÈME, 

164* Transformer un polygone d'un certain nombre 
de côtés en un autre qy>l eût un côté de moins , et qui 
soit équivalent, 

Solïjfion, Soit pour exemple le pentagone ABCDE, 
fis* 93 i Où joindra les deux angles E et C par une FIG. 93, 
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droite ; et par le sommet de l'angle D , placé entre les 
premiers , on mènera parallèlement à EC^ la droite 
DF, qui déterminera sur le côté AE prolongé , un 
point F, lecpel étant joint au point C, formera le qua- 
drilatère ABCF, équivalent au pentagone ABCDE^ 

Pour s'en convaincre ^ il suffit de remarquer que les 
triangles Ct>E, CFE , reposant sur la même base £C, 
et étant compris entre les parallèles CE et Z>F, sont 
équivalens (n° précédent), et que l'on obtient le pen- 
tagone JBCDE , et le quadrilatère ABCF^ en ajoutant 
successivement chacun de ces triangles au même qua- 
drilatère ABCE. 

Le procédé ne changerait pas , quand même le pen^ 
tagone ABCDE aurait un angle rentrant, comme dans 
FIG* 94. la figure 94 ; seulement il faudrait observer , pour la 
démonstration, que le pentagone ABCDE et le qua- 
drilatère ABC F se fonqent en retranchant du quadri- 
latère ABCE , les triangles équivalens CDE et CFE. 

Il est évident que la construction et les raisonnemens 
qui précèdent peuvent s'appliquer à quelque polygone 
que ce soit. 

i65. Corollaire. En effectuant sur le quadrilatère 
ABCFy une construction semblable à la précédente, 
on le transformera en un triangle équivalent ; et par une 
suite d'opérations semblables , on transformera un po- 
lygone quelconque en un triangle équivalent. Si Ton 
avait, par exemple, un hexagone, on le transformerait 
d'abord en un pentagone , puis on ferait de celui-ci un 
quadrilatère, puis enfin de ce dernier un triangle. 

THÉORÈME. 

166. thua^ rectangles de même base, ABCD , et 
FIG. 95. EFGH , fig. 95 , sont entre eux comme leurs hau* 
teurs (*). 

-1 r* •^ ' ' ' — I 1 m-m- i- i-rrrr-i i-|-^ ■■■ ii -i - — - t- - t i-|-| ira- i ii 

(*) J'ai change Fcnoircé ^n'on donne onlmahrement à cetic pr»- 
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Bémômitatiou, Ici^ comtaie diinâ 1q n^ liS^ ks hauteurs 
AD et EH des deux puoiilélograiniiieff , j^etrwnt Are 
conunensurablee entre elles , ou bienincommensiirables. 

Dans la première hjrpothèsé^ si l'on diyîse ces hauteurs 
AD^ et JSÈ en parties^ telles que Ad et Eh , égales à leuf 
cbnBuunè mesure , et que par les points dâ division on 
mène des parallèles à U base « on formera dans chacun 
ées rectangles proposés autant de rectanj^es égaux qu*il 
ya de dii^isîoù» dabs sa hanteitp; cm la basa dé totts céé 
petits jMctaii(^esis«f a égakf à AB, et leots hautétoiri seront 
tontes égales entre elles. Le mppoff dte réétSai^Iéè 
ABCD et BFÇH, aéra évidemment égal à celui des 
nombres qui expriment combien il y a de petits rectangles 
dans Tun et dans fàutre^ nombres qui sont précisément 
ceux des parties égales conteiities dans leurs hauteurs 
AD et EH; un aura donc 

ABCD : EFGB :: AD : Éff. 

Dans la figure > le rectangle, ABCD se trouvant par^ 
tagé en cihq pattiès égalés à ABcd, et le rectan^ 
EFGB'tm tffoisj on a 

ABCD : EFGH :: 5 : 3. 

Lorsque les hauteurs AD et ÉH sont inoommensu» 
râbles ^^g". 96 > on prouve que le rapport des rectangles FIG. gS> 
AB CD et EFGH, ne peut êtire ni plus grand , ni moiiâre 
ipie celui de ces hauteurs. 

£n effets si l'oft avait 

ABCD : EFGH V. AD : er , 

El surpassant EH , que Ton conçût AD divisé en 
parties égales, moindres que HI, et que l'on portât ces 
parties sur EH^^ de E ter» H^ il tomberait] nécessaire* 
ment un' point dé division h , entre B et /. En menant^ 

ponitioii, afin de le rendre semblable h celai de la proposition da 
no 355 9 qni est analogue k'celle^i. 

Géométrie. i3* édition. 8 
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par cç ppipt, hg parallèle à 3F, on formfafmt le rec- 
^ngle EFgh ,, pour lequel on aurait ^ 

JBCD : EFgh :: jd : £:A, 

puisque les hauteurs AD et £JA seraient comroeusurables 
entre elles par construction; et comparant cette pror 
portion à la précédente , on en tiirei^ait 

EFGH: EFgh llEI: Eh; 

ce qui ne peut être, puisqïie EFïGH<iEFgh^tEI^£ft. 

^Q.poitant le point/ de Tautre côté de GH, en/^, on 

ne pourrait ^pas non plus avoir - .. . 

JlBCDlEFGHilJtDVÉr, 

parce qu'en prenant en Jt, le point de division corres- 
pondant à A , on aurait premièrement pour les hauteurs 
ADeiÈV : commensurables entre eHes^ 

ABCD ; EFg'K :: AD : £A;, 

ce qui conduirait ent:ore à la proportion 

EFGH : EFg'K : : Er : Èïï , 

â>surde à cause que EFGH> EFg'h' et £/'< Eh\ 
Le rapport de ABCD kEFGH ne pouvant donc être 
ni plus grand ni plus petit que celui de AD à EH, on 
aura nécessairement 

ABCD : EFGH :: AD: EH. 

/ THÉORÈME. 

167. Deux rectangles quekùnques ^ônt entre wx 
comme les produits -de leur base par leur hauteur, ou 
comme les produits de deux côtés contigus. 

Démonstration, £n prenant sur la base du paral* 

^^* 97' lélogramme ABCD, Jig, 97, une partie Ab , égale à 

la base du parallélogramme £FG£t^ et tirant la 

droite bc parallèle k BC , on aura par le théorème 

précédent , 

AbcD : EFGH :: AD ; jBff ; 
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prenant ensuite AD pour base des parallélcuprjimuxes 
jfBCD et AbcD , qui auront alors pour hauteur AB 
et Ab, on en conclura 

ABCD : AbcD llAB : Ab. 

En multipliant ces proportions par ordre, avec l'attention 
d'omettre le facteur AbcD, commun aux deux termes 
du premier rapport composé, et de substituer à Ab son 
égide EF, û viendra 

ABCD : EFGH y. ABXAD : 'eFxEH, 

résultat qui renferme Ténoncé de la proposition (^). 

168. Remarque, Mesurer des grandeurs n'étant autre 
chose que comparer entre elles celles de même espèce, 
il est évident que la mesure des aires doit avoir pour 



(^) Je me f uis servi ci-desf as de la moUiplication par ordre , comme 
da moyen le plus simple pour parvenir au nîsnltat cherche' j mais i| 
pourait arriver qne l*on éprouvât «quelque diffîculte' à concevoir ce 
changement , dans lequel il semble qu'il faut multiplier des aires 
entre eUes^ Cette dinicuk^ cessera si l'on imagine que cep aires, pouf 
ifre comparées entre eUes , sont rapportées & une certaine aire prise 
pour mesure commune ou pour unité. On mettra encore plus de 
netteté dans ce passa|;e, en le rendant ainsi qu'il suit. 

AbcD.EFGBi.ADiEU ^J/^^ =1 ^ 

Les proportions donnent ^fK. j^ 

ABCD : AbcD ii AB i Ab ^^^ = ^ 

ce qui ne pxySsente ancnne ohscurité, paisqa*il s'agit de rapports de 

EU 

grandeonhomogènes. Cela posé, -j^ désignant combien Taire 

AbcD est contenue dans EFGH, et -^ combien Taire ABCD 

sst contenue dans AbeD, le nombre de fois qne la première est 
contenue dans la dernière, sera donc exprimé par 

EU Ab _ EFX EU 
AD^AË - aBxÂd' 

eo concevant les droites rapportées à une commune mesure* 

8.. 



N, 
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ttiMè ^voîr combien une aire quelconque en contient 
une autre , prise arbîtrâîrementpour âérvir die t6tme de 
comparaison. Mesurer , par exemple , le rectàn^c 
FIG. 98. ABCDyfig. 98, ce* chercher combien ce rectangle 
contient de fois un quarré abc cl, dans lequel on sup- 
pose que le côté a b soit égal à la droite prise pour me- 
sure commune des longueurs des droites; et d'après ce 
qui précède, on aura, en concevant la base et la hauteur 
JBetBCy du parallélogramme JBCD, rapportées à 

cette mesure , 

^ ^ ^ AB BC 

abodlABCDV.aby^fitlABXBCouV. 1: -^X^^-î 

' ce qui montre que le rectangle AB€D contient le rec- 
tangle abcd, ou l'aire prise pour unité, comme le 
produit du nombre d'unités linéaires contenues dans sa 
baseAB , multiplié par le nombre d'unités linéaires con- 
tenues dans sa hauteur "BC, contient l'unité numérique; 
expression dont l'exactitude est évidente , puisque les 
rapports y sont réduits à des nombres. Ce n e^t que pour 
abréger qu'on la remplace par celle-ci : L'aire d'un 
rectangde est égale au produit de sa base par sa hauteur; 
et il faut toujours être en état de restituer, d'après la 
première, ce qu'on a sous-entendu dans la seconde. 

La vérité de la proposition précédente résulte de 
r inspection seule de la figure , lorsque le côté du 
quarré abcd, pris pour mesure commune , est contenu 
exactement dans la base et dans la hauteur du rectangle 
ABCD, En menant alors par tous les points de division 
de la hauteur BC, des droites ef parallèles à AB^ on 
partage le rectangle ABCD en autant de rectangles 
égaux, ou bandes, que sa hauteur contient de fois àb; 
et chacune de ces bandes peut, comme ABef, ëtte par- 
tagée en autant de quarrés Begh, égaux kabcd, que la 
base AB contient de fois ai : le nombre total des quarrés 
égaux à Begh, contenus dans le rectangle ABCD, 
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est donc égal à celui des quarrés contenus dans une 
bande ABef^ multiplié par le nombre des bandes ^ ce 
qui fait le produit du nombre d'unités Hnéaires de la 
base par le nombre d'unités linéaires de la hauteur. 

1G9. 1*' Corollaire. Si les deux côtés du rectangle 
AB etBC devenaient égaux , auquel cas il se changerait 
en quarré^ son aire serait mesurée par la seconde puis- 
sance de son côté AB , c'est-à-dire qu^H contiendrait 
le quarré abcdy pris pour unité ^ autant de fois que la 
seconde puissance du nombre d'unités linéaires con- 
tenues dans son côté^ contiendrait l'unité numérique; et 
de là Tient qu'on appelle aussi quarré d'un nombre la 
seconde puissance de ce nombre. 

170. sà^ Corollaire. L'aire d'un parallélogramme s^ 
hiesure par le produit de sa base par sa hauteur. En 
effet y les paraHélogrammos de même base et de même 
hauteur étant équiyalens (161), un parallélogramme 
quelconque est nécessairement équivalent au rectangle 
de même base et de même hauteur. On conclut encore 
de là que deux parallélogrammes quelconques étant 
entre eux comme leurs mesures respectives > sont par 
conséquent dans le rapport des produits de leur base 
par leur hauteur^ et simplement comme leurs bases , si 
leurs hauteurs sont égales^ ou comme leurs hauteurs^ 
lorsqu'ils ont même base.' 

171. 3* Corollaire. L'aire d'un triangle est mesurée 
par la moitié du produit de sa base par sa hauteur^ puis* 
que tout triante est la moitié d'un rectangle de même 
base et de même hauteur. Les moitiés étant entre elles 
comme les touts, les triangles quelconques seront entre 
eux comme les parallélogrammes dont ils foiit parëe » 
et par conséquent comme les produits de lem* base par 
leur hauteur (n° précédent ), ou comme leurs baseï 
quand leurs hauteurs sont égdes , ou comme leurs h^u^ 
teurs quand ils ont même base. 
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I 

PROBLÈME. 

1 7a. Transformer en un quatre , un parallélogramme 
ou un triangle donné. 

Solution . 1 ® . On trouvera le côté FG du quarré EFGIt 
FIG. 99. équivalent au parallélo^amme donné ^ AËCDy Jig-SB* 
en prenant une moyeilne proportionnelle entre la base 
j4B et la hauteur DJE de ce parallélogramme* 

£n effets on a par cette construction^ 

AB : FG :: fg : dé, 

à*où Ton tire 

j[BX,DE = FG'; 

et comme jiB X Z>£ est la mesure de l'aire duparallé^ 

logramme proposé ^ et FG celle du quarré EFGH, 
construit sur FG, cette dernière figure est équivalente 
à Fautrè. 

2°. A regard du triangle Jlffjy y c'est entre la base 
AB' et la moitié de la hauteur jyE que doit être 
prise la moyenne proportionnelle FGy parce qu'on a 

A'É : FG :: fg\ kïfK\ 

d'où il suit 

le premier de ces produits exprime en effet Taire dki 
triangle, et le second celle du quarré. 

1 j5. Corollaire, On peut, par le moyen du problème 
précédent , transformer im polygone quelconque en un 
quarré équivalent; il faudra d'abord le transformer 
en un triangle , païf le procédé du n** i64> et l'on 
changera ensuite ce triangle en un quarré. 

174. Remarque. Tout polygone pouvant être partagé 
en triangles (81) , on évaluera son aire en calculant sé- 
parément celle de chacun des triangles qjiile composent ^ 
et en prenant la somme des résultats. 
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THÉORÈME. 

176. L'aire d'uu^çuad^lqtèreABfCD' y. G%. 100, dw^s^iQ^ , 
lequel deux^ côtés sont parallèles , et quon nomme- 
trapèze , ^e mesure par le produit de^ la demi^somme- 
des deux côtés parallèles,^ AB et CD, multipliée par- 
la hauteur EIF, prise entre ces côtés. 

Démonstratiott. En tirant Id diagonale CB , oct par-»- 
tagera le trapèze en deux triangles ABC et BCD^ 
dont EF sera la hauteur ix>innMme ; et parce que - 

ABCD=ABC+BCDy ABC=ÎÂB>(EFy 

BCD==\cb><EF), 
on aura 

abcd=ÇIb>^+Çcd><^:=z\ {AB+cDyEr^ 

ce qui est l'énoncé du tbéorènxe. 

n est bon de remarquer que la droite GH, menée pa- 
rallèlement à AB, par te milieu G de Tun des côtés noi]> 
parallèle» du trapèze» sera égale à l(^AB-^CD). En 
effets le point H étant aussi le milieu de BD (58) > la 
sunilitude des triangles BCD et BEI fait yok évidem- 
ment que IH=:\ CD y et celle des triangles ACB et G C/, 
piouye de même que GJ=i~ABy d*où il résulte 

GH=GJ + TH = iiAB+CD'). 

La droite GH partageant aussi KF en deux parties 
égales (58)^ se trouve à égale distance des côtés parai- • 
lèles du trapèze ; et Ton peut dire par conséquent , que 
l'aire du trapèze se mesure par le produit de sa hauteur^ 
multipliée par une ligne menée à égale distance des deux 
bases parallèles. 

THÉORÈME. 

176. Les aires des polygones semblables sont entre 
elles comme les quarrés des côtés homologues de ces^ 
polygones'i. 



1 
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Démonstration, i^.J^ Içs polygones proposés sont des 
FIG. 101. triangles quelconques ^B'C et abc^Jig, loi, les triangles 
reotangleé BÏJC et bdc , fctruis psit ie$ hauteurs des 
premiers > seront semblables commQ ayant, outré les 
angles droits D et d^ les angles égauk B et b\ on aura 
donc 

CD : cd :: bc: bc\ 

mais par la similitude des triangles ABC et abc^ on a 

aussi 

AB : ab :: BCl bc, 

multipliant ces proportions par ordre ^ et divisant par a 
les deux termes du premier rapport de la proportion 
composée 4 il viendra 

I ÂBxCD : i^><cd :: ^' : 6c' 

résultat dont les deux premiers termes expriment les 
aires respectives des triangles ^i&C et ofrc (171) : donc 

ABC : abc ;:Ticf{Tc. 

9^. Deux polygones semblables ABCDE et abfide^ 
FIG. 5i.Jig, 5i ^ ét^t partagés en un même nombre de tris^les 
semblables (Bg)^ et semblablement disposés » cbaquA 
triangle du premier polygone sera à son .correspondant 
dans le second, comme le quarré de l'un des côtés en 
premier polygone est au quatre du côté homologue du 
second ; on aura 

ABC ; Qbc :: ab\^\ 

AEC : aec :: AÊ\ae^ 

EDC : edc :: £D*: ëZ* 

Mais la similitude des polygones donne cette suite de 
rapports égaux : 

AB : ab :: ae : œ :: ed : cd, 

de laquelle un tire 

'ab\ oô*:; -ZE*;'ce*:; ed\ IS] 
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ce^ prouve Tégaliti des rapports de chaque triai^le 

de Tim des polygones à son corre^ondant dans Tautre , 
et d'où il résulté 

ASC : abc :: aec : œc :: edc : edc. 

On déduira de cette dernière suite de rapports égaux, 
ÀBC+AEC+EDC: abc+aec^edc :: ABClabc, 

ou ABCDE: abcde y. ABC : ahc W^ABl^. 

Le même raisonnement aurait évidemment lieu , quel 
que fut le nombre des côtés des polygones proposés. 

TliÉORÈM£. 

177. Les aires de deux triangles gui ont un angle 
commun , sont dans le rapport des produits des côtés 
ifui comprennent cet angle. 

Démonstration, En abaissant les hauteurs CD et 
FG , Jlg. ICI , des triangles ABC et AEF, on forme FIG. 101. 
les triangles semblables ACD et AFG ^ qui donnent 

CD: FG:: AC: AF'y 

et par le n** 171 , il vient 



ABC : AEF :: abx. cd: ae^fg\ 

n Ton iifiiltîplie ces deux proportions par ordre en 8Uf>- 
primant le facteur CD y commun aux antécédens, et le 
facteur FG^ commua aux conséquent ^ il en résulte , 
conformément à l'énoncé , que 

ABC : A^F :: Ib x 'ac: âe x AF. 

THÉORÈME. 

178. Le quarré AEHL , fig. 102, construit sur i*Ay- fiG. loau 
poténuse d'un triangle rectangle ABE , est équivalent 
à la somme des quarrés ABCD et BEFG , construits sur 
les deux autres côtés de ce triangle. 

Démonstration, On serait en droit de CQuolure cette 
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proposition de celle du n® 76, puisqu'il a été prouvé 

dans ce numéro, que AB + BE = AE , et que, d'après 

le n*» 109, u^-5, BE^ AE , sont les mesures respec- 
tives desquarrés ABCD, BEFG, AEHL\ mais ces 
considérations supposant lès lignes et les aires rapportées 
à des nombres, f ai jugé convenable de démontrer la pro- 
position immédiatement sur les aires , ainsi quEuclide 
Ta fait, et sans employer des rapports de lignes. 

Pour cela, il faut, de l'angle droit B du triangle ABE, 
abaisser, sur l'hypoténuse AE, la perpendiculaire BK 
et la prolonger jusqu'en /, puis mener les droites DE 
et BL. Le triangle DAE ayant même ba&e AD que 
le quarré ABCD, et étant compris entre les mêmes pa- 
rallèles AD et CE y sera équivalent à la moitié de c'e quar- 
ré (163) ; de même, le triangle BAL sera équivalent à la 
moitié du rectangle AKJL , construit sur sa base AL et 
compris entre les mêmes parallèles AL et BL Or, les 
triangles DAE et BAL sont égaux (16), parce que l'angle 
DAE, composé de l'angle droit DAB et de l'angle SSAE, 
est nécessairement égal à l'angle BAL , composé aussi 
d'un angle droit EAL et de l'angle BAE, et que les côtés 
AD et AB, AL et AE, sont respectivement égaux comme 
côtés d'un même quarré : donc la moitié du quarré AB CD 
' est équivalente à celle du rectangle AKJL ; donc le 
quarré ABCD sera lin-^même équivalent au rectangle 
AKJL. On prouvera de même que le quarré BEFG 
est équivalent au rectangle EHIK ; et il résultera de là 
que le quarré AEHL, compbsé des deux rectangles 
AKIL et EHIK, est équivalent à la somme des quarrés 
ABCD et BEFG. 

179. i*' Corollaire. Les rectangles AKIL^ SyiIK 
et le quarré AEHL , ayant même hauteur AL^ sont 
entre eux comme leurs bases (170), en sorte qu'on a 

ABCD : BEFG \ AEHL \\ AK \ KE \ AEi 
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c'est-à-dire que les quarrés construits sur les côté» de 
1 angle droit d'un triangle rectangle sont au quarré cons- 
truit sur rhypoténuse, comme les se^raens adjacens^/C 
et KE sont à Thypoténuse entière jiE. 

180. a* Corollaire. Puisque les aires des polygones 
semblables sont entre elles comme les quarrés des côtés 
homologues de ces polygones (176), si Ton construit 
sur les côtés de Tangle droit du triangU rectangle ABE, 
^. io3, et sur son hypoténuse ^£, trois polygones sem- FIG. io3. 
blableSy X ^ F et Z, on aura 

X : ab\: r : be\: z : aê\ 

d'où Ton tirera 

x+Y :ab + be\:z :a[è\ 



Bt du théorème précédent, qui donne AB + BE = AE , 

on conclura X+ Vz=Z\ c'est-à-dire que le polygone 

construit sur Thypoténuse, est équivalent à la somme des 

deuxjiutres. 

PROBLÈME. 

« 

181 . Construire un polygone semblable à un autre , 
et dont Vaire soit dans un rapport donné avec celle du 
premier, ou soit équivalente â un quarré donné. 

Solution, Dans le premier cas ^ ûhcyfig, 104, désigne FIG. 104. 
Tnn des côtés du polygone donné ^ et que l'aire de ce 
polygone soit à celle du polygone cherché, dans le 
rapport de deux droites quelconques ^ et iV, on pren- 
dra sur une droite indéfinie AE^ deux parties AK et KE, 
qui soient dans le même rapport; sur leur somme AE, 
comme diamètre ^ on décrira une demi- circonférence ; 
on élèvera la perpendiculaire BK ; on tirera les cordes 
^B et BE : enfin on portera sur AB , de jB en C , le 
côté bc de la première figure , et ayant mené CD pa- 
rallèle à 4E ,on aura en -ÔD, le côté qui, dans le poly- 
gone cherché est homologue à 6c. La question sera 
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donc ramenée à construire sur BD, un poljrgone sdm- 
tiable au polygone X^ ce qi;i s'effectuera par le pro* 
cédé du n° 90. 

Pour prouver la construction précédente , on déduit 
d'abord des triangles ABE et ÇBD , semblables entre 
eux, les proportions 

AB : BEi: BC: BPetÂMi'BE^x :^*:^D*; 

mais parle n® 179, 

'ab\'bE\ :AK: KEovliiM: N: 

donc 'bC*: 'bD^i: M :N: 

donc ( 17G) , le polygone construit sur BC sera au poly- 
gone construit sur BDy dansle rapport de MkN, comme 
le demande Fénoncé de la question. 

Si le côté bc de la figure X excédait AB , on pro* 
longerait cette ligne en (7, mais la construction et la dé- 
monstration ne changeraient pas pour cela. 

Dans le cas où Taire du polygone demandé devrait 
être équivalente à un quarré donné A^*, on transforme- 
rait aussi eh un quarré le polygone donné , et M^ repré- 
sentant ce quarré , il faudrait qu'on eût 

'BC\'BD\:M'':N^y 
d'où il suit 

M: N :: BC: BD; 

ainsi BD s'obtiendrait alors par les Ji^es proportion- 
nelles (Çâ) , ou bien Ton pourrait prendre AK et KE 
dans le rapport des quarrée M'' et iV^. 

THÉORÈME. 

18a. L*aire d'un polygone régulier a pour mesure la 
moitié du produit d^ son contour par le rayon du 
cercle inscrit. ^' 

Démonstration. Ce polygone peut être partagé en au- 
tant de triangles éga^^ qu'il a de côtés (139); l'un de 



DE GÉOMÉTaiE. IftS 

ces triangles, ABO^g. 79, cstmesurépar | J/FxOS- FIG. 79. 
en répétant ce produit autant de fois que le polygone à 
de côtés, on aura , si N désigne ce nombre , 

kNxlBX.ÔG-, 

msàsNxAB sera le contour ou le périmètre du polygone: 
en le défflgnant par P, il viendra donc 

iPxÔG, 

comme le porte Ténoncé de la proposition. 

Le rayon du cercle inscrit se nomme aussi apothème ; 
et Fou dit, en conséquence, que l'aire d'unpoiygone régu* 
lier a pour mesure là moitié Su ptoduit de son pétt" 
mètre par son apothème. 

i83. Corollaire. H suit du théorème précédent et du 
n^ i^j que les aires des polygones réguliers d'un même 
nombre de côtés, étant entre elles comme les quarrés de 
leurs côtés , sont aussi entre elles coiUme les qùarrés des 
rayons des cercles dans lesquels ils sont inscrite ou anxf 
quels ils sont civoonscrits. En effet, on a soccessiviement 
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ABCDEF : abcd^^ \\ AB\ab, 
ABiah :: AO l ao(i4o), 

'ÂB^\ c5':: AO l'âô , 

SoÎL il résulte 

AÊCDEFl abcdefi: AO^l ao! 
On trouve de même 

ABCDEF : abcdef :: 'og': ôg, 

en observant que AO l ao II OG : og ( i^o ). 

184. Remarque. En appliquant la proposition dniiu>- 
méro précédent aux polygones réguliers , inscrits et cir- 
conscrits au même cerdie, on reconnaît qu*il est toujours 
possible de trouver deux polygones du même nombre^ 
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^e côtés, l'un inscrit, l'autre circonscrit^ tels que la 
différence de leurs aires soit moindre qu'une grandeur 
donnée , quelque petite que soit cette grandeur. 

FIG. 87. En effet, on a évideninaent , dans la figure 87, 

ABCDE : abcde iCOa: 'OG\ 

désignant par P l'aire du polygone circonscrit, et par p 
celle du polygone inscrit , on aura 



P\p\\Oa\ OG , 

p—p : P :: Oa—'oG:'oa\ 



,__» 



a ou y -r-p = :zz::Z "^ * 
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valeur dans laquelle on peut rendre lefacteur Oa — OG 
aussi petit qu'on voudra , en multipliant les côtés des 
polygones. 

i85. Corollaire. Le polygone circonscrit étant visible- 
ment plus grand que le cercle , tandis que le polygone 
inscrit est moindre , il suit de ce qui précède que l'on 
peut toujours assigner un polygone régulier, soit inscrit, 
soit circonscrit, dont l'aire diffère aussi peu qu'on vou- 
dra de celle d'un cercle donné. Il suillt pour cela de 
prendre le polygone d'un assez grand nombre de côtés, 
pour que la différence entre le polygone inscrit et le 
polygone circonscrit ne surpasse pas la quantité assi- 
gnée. 

THÉORÈME, 

186. Si troU grandeurs A, B^ X, sont telles, que la 
première A -y que ton suppose variable ^ mais néan^ 
moins surpassant toujours chacune des deux autresB^ X, 
qui ne changent point, puisse approcher de toutes deux 
en même temps, aussi près qu'on voudra , on fmrn 
nécessairement B=:;X. 
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Démonstration. Soit, 1^. X>> if v 00 aiâra > d*^aprèi 
cette hypothèse et en vertu de l'énoncé , 

« * 

d'où il résulte gae si l'on prend ^.de n^anière >que! la 
différence A — B soit moindre qu'une quantité quel- 
conque J"^ ce qu'on r^glttde^toitu&e toajours possible , la 
différence X — B ser^, à plus forte raison » inoindra 
que <r. 
a"*. Soit X<^B, on aura alors 

et prenant ^^de'ûiânière qiie A — JÇ'soit moindre que ^, 
à plus forte raison la différence S — X sera-t-elle moindre 
que «P. 

Le raisonnement ci-dessus conduisant à prouver que 
la différence des deux grandeurs invariables X et ^ , est 
nécessmrement moindre que tôiite grandeur dcmnée , 
quelqpe petite que soit CBtte grandeur, il s'ensuit ({ue 
^ = X(i53). 

THÉORÈME. 

187. L'cdre d'un cercle a pour mesure la moitié du 
produit de la circonférence par le rayon , ou j CR , en 
nommant C la circonférence j^ etK le rayon. 

Démonstration. En effet, plusle nombre des côtés du 
polygoîne circonscrit augmente , plus aussi son périmètre 
P approche de la circonférence ( i5a ) , et pliM le pro- 
duit I RR approche de 7 CR , qu'il surpassera toujours , 
mais d'aussi peu qu'on voudra; d'un autre côté, l'aire 
du même polygone , toujours plus grande que celle du 
cercle, peut approcher de cette dernière d'aussi près 
qu'on viendra (i85) : les produits | PR , { CR, et la vraiii 
mesure de Taire du cercle , sont donc trois quantités 
placées jdans les mêmes circonstances que les quanti-* 
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té^jt^iB'etXàa miméro ptréçédefit : doac le produit 
i CR est égal à la Traie mesure de ïaire dû eetde (^. 

188. Corollaire. H suit de là que les aires des cercles 
sont entre elles comme les quarrés de leurs rayons ou 
de h^ivs diamètres. Êb effet, pttiâq[ûe Ton à cette pro^ 
portion : 

ClC:^RlB!Xx54}s 

si on l« nullti]^ par la pW)porfi(Mf 

qui est évidente , il viendra 

proportion daqs laquelle les deux, t^JÇ^^ ^^ premier 
fjappott 8ont^ d*après ce qui précède, les mesures des 
aires des cercles dont les rayons sont RetRf; de plûs^ 
il est visible qu'on. a 

R^:K*::D^:iy*, . : 

en désignant par I> et i/ les diaraètresypuiaqne jDt:37aA^ 
D'=aajfi' : donc iCRl^ÇR' :J 0^:1/'', de qui pom-» 
plète l'énoncé de la proposition. ^ . 

Si l'on représente par ^ la circonférence dont le dia- 
mètre est 1 , la surface de ce cercle sera | X ^ == i^ i on 
aura donc '7 

Avs iC'B' :: 1 : zy% d'où iCfl'==±|^Z)'^, 

• - > • \ ■ » 

1 - -— -| , - ^ - - T 

(*) On pronve immédiatem^t qne li\ i^e^are de Taire du cçrde 
ne peut être ni pins grande m phrs petite qnei CR ; car sî lé pre- 
mier cas avait lien, | CB. serait alors la' mesure d'^on cercla pliiî 
p«tili gué eèkiii dôftt Je rayon saR , tandi sqn^eù interivaat dgUM.a9 d<!iv 
nieir un pp^jgpne plus g|:and ^4e l'àuth: cdrcle (vof9% là n^ 
page 100),. ce polygone aurait néanmoins pour mesure un prodqit 
moindre ^e ^ Ca , puisque son contour et son apothème sont fe^ 
pectÎYement moindres que Ceti7. . 

On iSB ]^t ptas «apposer norf pltrs que ït piy>âait4 CRmWH 
m99we <|i'>m cercle plua grand qoti le pvoposé; car en inacmntiHd^iSM^It 
plus g|rand cercle un polygone qui surpasse le cerole [^opose y ce 
polygone aurait une mesure plus grande que celle qu^on assigne aB 
cercle dans lequel il est inscrit. 
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te qui montré que Yaire dun cercle est égale au quarré 
du diamètre multiplié par le\du rapport de la circon-- 
ference au diamètre. En mettant pour I/* sa valeur 4A'% 
ott aura ir/T'» ou le quarré du rayon multiplié par le 
rapport de la circonférence au diamètre. 

tHÉOKÈME. 

189. L'aire de la figure AÏ*BO, fig» 10^, terminée F\0, it»5. 
par les deux rayons AO > BO , faisant entre eux un 
angle quelcQnque, et par Parc de cercle AFB^ figure 
que ton nomme secteur de cercle » a pour mesure la 
moitié du produit de Parc AFB , par le rayon AO. 

Démonstration, Si par le centre t)^ on élève Z>0 per- 
pendiculaire sur le diamètre AE, les côtés de l'angle 
droit AOD et l'arc ABD comprendront évidemment 
entre euxle quart de l'aire du cercle ; et le raisonnement 
du n^ 109 prouve que l'aire du secteur AFBO est à celle 
du secteur^rfOZ?, dans le rapport de l'arc AFB àl'arc AD. 
Mais puisque l'aire du secteur AOD est le quart de celle 
du cercle , on aura 

AOD=:\-<iCx.Adz:^\Cy<^Ad, 

et la proportion énpncée ci-dessus ^ 

AFBO î AOD :: AFB : ADovL^^C, 
deviendra 

AFBO : } c X ^ :: afb : i c , 

ce qni donnera 

A PB = i AFB X AO , 

comme le porte l'énoncé de la proposition* 

190. Remarque. On ohûendtAV espace AFB A, com^ 
pri^ entre l'arc AFB et la corde AB , en retranchant 
de Vaire du aecteur AFBQ celle du triangle ABO. 

Géométrie. i3* édition. 9 
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; Celte dernière sera exprimée par { BG X ^O , sî 

-BO est perpendiculaire huvAO (171); et feh retranchant 

sa valeur de celle du secteur jiFBO (189) , on aura 



AFBA = i AFB X AO ^ i BG x AO 
= i ( AFB --^ BG) AO, 

c'est-à-dire la moitié du produit de la différence entre 

tara AFB et la perpendiculaires^^ parlerayonKO (*). 

» 

^N. B. L'espace AFBA se nomme le segment^ et la 
portion FH du rayon OF perpeiidtculaîre sur la corde 
AB, est ià flèche. • 



(*) Laperpcndiculairte BG est employée dans la Trigon»* 
mtirit : cVrt le sinus cic l'arc AFB, 
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DEUXIÈME PARTIE. 

SECTION PREMIÈRE. 

i[)e5 plans, et des corps terminés par des 

surfaces planes. 

iV. B, Dam tout ce qui ya suivre , les figures embrassent Pespace 
av€c ses trois dimensions. Les lignas ponctuées sont celles <|tti passent 
derrière des plans. 

DES PLANS ET DES LIGNES DROiTÈS. 

191 . lu I S Q ù E la ligne droite s'applique exactement 
eu plan dans tous les sens (a) , il est é^dent que dès 
^qu'une ligne droite a deux de ses points dans un plan » 
elle y est tout entière , sans quoi on pourrait mener 
par deux points plusieurs lignes droites , Tune qui se- 
rait tirée dans le plan même , par les deux points donnés, 
et les autres qui auraient i^ts prolongemens hors du 
plan , ce qui ne saurait s'accorder avec Tidée qu*on a 
de la ligne droite. 

19a. L'intersection de deux pians est une ligne droite; 
elle est premièrement une ligne d'après les définitions 
dii n^ 1 ; et si l'on conçoit que par deux points de cette 
intersection , on tire une droite , elle sera en même 
temps dans l'un et dans l'autre plan ( n® précéd. ): elle 
ne pourra donc être que leur intersection. 

^g3. Par une même ligne droite AB yfig. 106, on fig. 106. 
peut faire passer une infinité de plans diiFérens ^ CD ^ 
EF^GH 9 etc. Pour s'en convaincre, il suffit d'observer 
ifxvn plan peut toujo^urs tourner autour d'une droite 

9- 
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tirée par deux de ses points, et prendre ainsi un nombre 
infini de positions différentes , sans que les points de la 
droite changent de place; mais on conçoit que le plan 
s'arrêtef a , si Ton fixe , hors de cette ligne , un point par 
lequel il doive passer. Il résulte de là qu un plan est 
donné lorsqu'on connaît trois points par lesquels il 
doit passer ^ comme une ligne droite Test par deux. 
On peut aussi le prouver en montrant que deux plans 
flG îo;. qui oût trois points communs,-^,iî,(?,^g. 107, se confon- 
dent dans toute leur étendue; et pour cela, il suffit d'ob- 
server que si par un point quelconque E, pris sur un de 
ces plans, on mène une droite EF, rencontrant deux 
des trois lignes ^i?, ^Cet BCy qui joignent deux à deux 
les points communs , et qui par cette raison sont à la 
fois sur les deux plans (191), cette droite sera aussi com- 
mune aux mêmes plans , puisqu'elle y aura les deux 
points e etf, où elle coupe j4B etBC, 

1 94. Deux lignes qui se coupent , sont par conséquent 
dans un même plan; car en faisant passer un plan pat' 
l'une d'elles, AB, par exemple , et par un point C, pris 
sur BC, cette dernière ayant deux de ses points, B et C, 
dans le plan , y sera tout entière ( igi ). 

n est évident par là qu'en joignant deux à deux, par 
des droites , trois points pris d'une manière quelconque 
dans l'espace, le triangle résultant , ABC, sera tout en- 
tier dans un même plan. 

Il n'en est pas ainsi de quatre points pris au hasard : 
le plan qui passe par trois d'entre eux , ne passe pas tou* 
jours parle quatrième; et dans ce cas^ le quadrilatère 
qui en résulte n'étant pas dans un plan , se nomme qiu»- 
drilatère gauche. 

195. Les. parallèles sont toujours dans un même plan 
d'après leur définition; mais il faut bien observer que 
dans l'espace, deux lignes droites peuvent être perpen- 
diculaires à une troisième ,■ sans être parallèles et sans 
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se rencontrer; car on peut alors mener par un seul point 
autant de perpendiculaires à une même droite^ que l'on 
peut faire passer de plans par cette droite , c'est-Â-* 
dire une infinité. Les droites AC, AE, AG^Jig. io6» FIG. loG. 
peuvent toutes être perpendiculaires sur AB ^ la pre- 
mière dans le plan CD, la seconde dans le plan EF ^ 
la troisième dans le plan GH, S'il en arrive autant aux 
figues BD, BFet BH, BD et AC seront parallèles, 
comme étant perpendiculaires i la même droite AB dans 
le plan CD\ mais ccis droites ne seront parallèles à aucune 

des autrea* 

THÉORÈME. 

196. Une droite CD, fig. 108, élevée hors (Purifi^^ log^ 
jUan AB, perperu&culairement à deux autres, DE, DF, 
menées par son pied D dans ce plan , est perpendi- 
culaire à toutes celles quon pourrait mener par ce point 
4ans. le même plan,. 

Démonstration. Soit DG une droite menée par le 
foiatD, d'une manière quelconque, dans le plan^f ; 
il faut tirer une droite JÇFqui coupe DG , prolonger , 
an-dessous du plan AB , la droite CD d'une quantité 
CDzziCD, tirer enfin les droites CE, CG, CF,CE, 
CG et OF. Cela fait, puisque CD est perpendiculaire 
sur DE et sur DF, celles->ci le seront sut CC (i3); 
les obliques CE et CE, CF et CF^. seront égales 
comme s'écartant également du pied de la perpendi- 
culaire (37) ; et de pins le côté EF étant commun aux 
triangles CEF et CEF ^ ils auront tous leurs côtés 
égaux , chacun h, chacun 5 et seront par conséquent 
égaux (29) ; leurs anghes CEF et CEF seront donc 
égaux. Il en sera de même des triangles CEG et CEG ,, 
dans lesquels ces angles sont compris entre un côté 
commun EG et deux côtés égaux CE et CE (16). II 
wit de là que les côtés CG et CG sont égaux ; et 
comme ils s'écaitent également du point Z> ,. il en ré<^ 
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sfiâte que la droite DG est perpendiculaire sur €l> 
{SLj) et réciproquement « CD sur DG (^). 

197. Remarque, La Kgne CD tombant à angle droit 
sur toutes celles gize Ton peut mener par son pied dans 
ce plan , et n'incUnant par conséquent d'aucun côté 
vers le plan ^ lui est perpendiculaire. 

THÉORÈME. ', ; 

FIG. »oo. *98. Si trois droites, ED, FD, GD, fig. 10g, sont 
perpendiculaires à une même droite GD , par un même^ 
point D, elles sont toutes les trois dans un même plan 
perpendiculaire à cette dernière. 

Démonstration^ Si. cela n'était pas , on pourrait ^ par 
les deux droites EDet FD, mener un plan AB auquel, 
CD serait perpendiculaire y et qui couperait le planr 
GDC mené par GD et CD, dans une droite G'/> 
qui serait aussi perpendiculaire sur CD (196); on 
aurait donc alors ^ sur la même droite CD, par le même 
point D , et dans le même plan , deux perpendiculaires 
GD et G'D ^ ce qui est impossible ( 3a ). 

THÉORÈME. 

199. Par un point pris , soit hprs d^un plan, soit 
sur ce plan , on ne peut mener qu'une seule perpendi^ 
culaire à ce plan} et par le même point ^une droite^ 
il ne peut passer qû*un seul plan perpendiculaire à cetter 
droite. * 

Démonstration. Le premier cas de la proposition est 

prescjue évident par lui-même ; car si par le point C». 

FIG. to8. Jlfi' 108 y on pouvait abaisser sur le plan AB une autres 

perpendiculaire que CD , CG par exemple , cette. 

droite serait aussi perpendiculaire sur GD, et le triangle 

(*) Cette dëmonstraiion « du même genre que celle d'Eue) ide ^ 
mais plus simple , m*a i{A commani^uee par M> Caucby, i«uii«^ 
géomètre très djsimgac. 
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CGD aurait deux angles droits , conséquence ab- 
surde (52 ). 

Dans le deuxième cas^ si pailla seconde perpendicu- 
kire OD, Jig, 103 , et par la première CD , on faisait HG. ioq. 
passer un plan, il faudrait que ks deux droites CD et 
CD fussent en même temps perpendiculaires a la 
droite DE, dans laquelle il rencontrerait le plan AB ^ 
conséquence encore absurde. L*^énoncé de la proposi-* ^ 
lion est donc vrai dans ses deux premières parties. 

A regard de la troisième , si par le point D , on pou- 
vfit mener , perpendiculairement à CD un autre plan 
(çitAB, qu'on tirât par ce point, dans^ le premier une 
droite quélco^ique GDy alors le plan GDC , mené par 
cette droite et par la perpendiculaire CD , irencoutrant 
le plan ^^ dans une droite G'D diiTérente de 6£> , 
il s'ensuivrait que deux droites G'D et GD , comprises 
dans le même plan que CD , seraient perpendiculaires 
an même point de cette droite ^ ce qui est absurde (3a}. 

THÉORÈME. 

soo. Les obliques qui s^écartent également de ta 
perpendicuiaire â un plan^ sont, égales; celles qui s'en 
écartent l^Uis sont les plus longues, et la perpendiculaire 
est la plus courte de toutes les droites que l'on peut 
mener 4'un point donné à un plan. ' 

Z>^maiulitttioit.Laperpendicu}aire étant £^Z)j^g. 110^ MG. ^10. 
I*. tous l«s p(Hnt8 situés sur la circonférence du cercle 
EFy décrit du point D comme centre , sont également 
iio^ét ^tt point Ç, puisque, les angles en D étant 
droits y les triangles CDE et CZ>F seront ég^ux comme 
ayant le côté CZ> commun et les côtés DE^DF , égaux; 
ioncCE=iCF. 

2^. Si Ton joint le point G , extérieur au cercle , avec 
le centire D, la droite GC , située dans le même plan 
que les droites ^Fet CD, sera plus longue que CF(2j). 

3». La ligne CD ^ évidemment plus courte que CF^ 
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sera nécessairement plus courte que', toutes celles que 
Ton peut mener du point C sur le plan jiB. 

aoi . Remarques, Chaque point de la droite CD, étant 
également éloigné de tous ceux de I4 circonférence JSF, 
peut être employé à la description de cette circonfé-* 
rence ^ comme le centre D, 

C'est par ce n^oyen qu'on abaisserait une perpendi-t 
cvlaire sur un plan , par un point extérieur : on décri- 
rait d'aibord du point C, sur le plan AB, un cercle dont 
on chercherait le centre Z>; en le joignant avec le 
point C, on aurait la droite CD perpendiculaire sur le 
plan uéB^ 

La perpendiculaire CD, étant la plus courte ligne que 
l'on puisse mener du point C sur le plan jiB, offre la 
mesurq naturelle de la distance du point C à ç« pl^n.. 

THÉORÈME. 

Q02. Si (tun point C de la droite CG^ oblique au 
l'IG. II K piçi^ji ^3^ gg^ j u^ Qj^ abaisse sur ce plan la perpendu» 

'culaire CD, et que Ponjqigne tes points G et D, par un» 
droite , la droite £F , menée dans le plan AB, perpen- 
diculairement à GlXj sera aussi perpendiculaire iw CG^ 

Démonstration. Ayant pris GE = GF, et tiré les 
droites ED , FD , dans le plan AB , on aura EDr=i 
FD (37). Menant ensuite les obliques CE et CF, elles 
seront égales, puisqu'elles s'écarteront également de la 
perpendiculaire ( aoo ) ; mais en les considérant par rap-* 
port à CG , dans le plan ECF , elles s'écarteront éga-* 
lement du pied G de la droite CG , qui sera par eon-t 
séquent perpenidiculaiFe sur EF (3o}, 

THÉORÈME. 

é 

ne m. a,d5. Une droite DE, fig. 113, située hors £un 
plan AB , mais poralièle à une ligne quelconque AC 
menée dans ce pUm^ ne le rencontre point, quelque 
prolongé^ qu'on la suppose ^ et est en ntêrne temps pa-* 
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foUèle à toute droite BF menée dans le plan AB parai-' 
lèlement àAC. 

Démonstration. iM»a droite DE, se trouvant avec 
la droite ^C dans un m^me plan uiD, ne pourrait ren^ 
contrer Je plan AB, que dans son intersection avec le 
précédent j c*e8t-i--dire sur ACi mais par Thypothèse ^ 
DE ne pouvant rencontrer AC, ne rencontrera pas 
non plus le plan AB. 

a?. Si par la droite DE et par l'un des points B de 
la droite J9F, supposée parallèle à ^C, dans le plan 
AB, on mène le plan Df, la droite Bf sera, nécessaire* 
ment parallèle à DE, puisqu'il vient d*être prouvé que 
DE ne saurait rencontrer le plan AB dans lequel Bf 
est aussi contenue; et d'après ce qui précède ^ la 
ligne AC, parallèle à DE, ne pouvant pas non plus 
rencontrer le plan Df qui contient cette dernière , ne 
saurait par conséquent rencontrer la droite Bf qui s*y 
trouve aussi. Les droites AC et Bf contenues dans le 
même "pïaiïAB, ne se rencontrant point j seront donc 
parallèles ; et comme on ne peut mener par le point B 
qii'une seule parallèle kAC (4o ), il s'ensuit que Bfse 
confond avec BF, ou que DE est parallèle à BF, 
deuxième partie de la proposition. 

ao4- Corollaire, Il est évident par là que deux droitea 
DE et BF, parallèles à une troisième AC, sont paralllles 
entra elles; car en ioiaginant un plan AB , qui passe par 
les droites BF et AC, la droite DE remplira les çqrh^ 
ditions de l'énoncé du théorème ci-dessus, 

THÉORÈME, 

ao5. Les angles 6CD et £AF, qui ont les c6tés 
parallèles et t ouverture tournée dans le même sens , 
$ont égaxix , quoique situés dans des plans differens* 

Démonstration, Si par les côtés parallèles CD etAE, 
CB et AF^ on fait passer deux plans AD et AB , qu'on 
prenne CP :== AE , CB =AF^ et qu on mène DE^^ 
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BF,DB,EF, les figures ACDE, JCBF, seront des 
parallélogrammes (79) ; les côtés ED et BF seront 
par conséquent égaux à uiC , parallèles entre eux (n**. 
précédent ) , et formeront un parallélogramme dans 
lequel on aura DB = EF. Les triangles DCB et AEF, 
ayant donc leurs côtés égaux chacun à chacun ^ seront 
égaux et donneront BCD^:^ EAF. 

THÉORÈME. 

ao6. Si dans chacun des plans AB et AD , on mène , 
par un point quelconque H de leur commune sec- 
tion AC, des droites IH etHG , respectivement perpen^ 
diculaires à cette commune section y et que l'angle IHG 
qu'elles forment entre elles soit égal à l'angle ihg que 
forment lés droites ih et hg, menées de la méme^ 
manière dans les plans ab et ad , par rapport à la com- 
mune section ac deceux'^iy on pourra faire coïncider 
les deux premiers plans avec les deux derniers. 

Démx>nstration. Si l'oa applique I^ plap cJ? sur AB , 
de manière que ac tombe sur AC, et que le point h 
soit sur le point H, la. droite kg coïncidera nécessaire- 
ment avec HG, puisque les angles ahg et AHG sont 
tous deux droits* De plus , les droites IHet HG, per» 
peqdiculaires à^^^ déterminent un plan GHI perpen- 
diculaire à cette droite (ig8); les droites ih et hg en 
déterminent pareillement un autre ghiy perpendiculaire 
B ah. Mais lorsque ah est confondue avec AH, les 
plans GHI et ghi doivent se confondre aussi , sans quoi 
il serait possible de mener par le même point H deux 
plans perpendiculaires à la même droite (199) ; et comme 
les angles GHI et ghi sont égaux par Thypothèse ^ il s'en- 
suit que^ hg coïncidant avec HG, ih doit aussi coïn- 
cider avec IH ; d'où il est évident que les plans ad et 
AD coïncident aussi , puisque les deu^ droites ah et ih, 
placées dans le premier, se confondent avec les deux 
àxoiieaAHetlHf placées dans le second (194)* 
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2207. 1*' Corollaire. H suit de là que Tespace compriâ 
e&tre deux plans AB et AD, qui se coupent , considéré 
entre ces limites^ peut ^ quoiqu indéfini dans les antres 
sens, être comparé à tout autre espace terminé delà 
même manière. Cet espace, qui est àTégard des plans 
ce que l'anglç est i Tégard des droites (7) , constitue 
Vangle de ces plans , et en mesure l'inclinaison. 

Je le nonuuerai désormais angle dièdre, c*e8t-à-dire 
angle à deux faces; et je le dé^gnerai par quatre lettres 
dont les deux du milieu marqueront la commune sec- 
tion des plans, ou l'arête de Tangle dièdre {^). L'angle 
formé par les plans AB et AE, Jig. 1 13, qui se ren- FIG. 11 3. 
contrent suivant la ligne AG, seraFangle dièdre BGAE 
ou DRGC. 

Il suit encore du n^ précédent^ que Tangle CHD^ 
fcarmé parles droites HD et HC , menées peiptndicu- 
hirement à la commune section AG, des plans AB et 
AE,est^ la mesure naturelle de Fangle dièdre qu'ils com- 
prennent entre eux; car il est visible que si Ton fait tour- 
ner lePplan AC autour delà droite AG, commune sec- 
tion des deux plans proposés ^ ou arête de Tangle dièdre , 
ladroilB HC, qui coïncidera avec HD\ lorsque le plan 
ACsera. couché sur AB, décrira dans ce mouvement 
on plan perpendiculaire à AG (198)^ et viendra se 
placer en HF, dans le prolongement de HD, lors-^ 
fne le plan AC se trouvera dans celui de AB ; en sorte 
que Tangle CED commence , augmente et finit avec 
cdtti âeH plans. De plus , si Ton compare Tangle de 
deux j^Sans ah etae, avec celui de deux autres plans 
AB et AM, on trouvera que le rapport de ces angles 
dtedr^s tst^le même que le rapport des angles chd et 
i-^ 1 : : 

(*) Ou 4»iioiiulae(inliiiaireineiitait^/a pian; mais cette'ezprefcion 
est très vicwase, car elle n'oifire gne Viâée d'un angle conteBU dans 
un plan , et par caiis<éqiie|it celle ee l'angle formé par deux droites. 
Le mot dièdre est compose de denx mois grecs , dont le prciuitfc 
M%fàË» doux "et le second /aee on hase^ 
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CHB. En eifet, lorsque ces angles sont commensuFa- 
bks, entre eux ^ qu'on les diyise en parties qui soient- 
aliquQtes de l'un et de Tautre ^ par des droites hdf \ 
Hjy yHJyy et que Ton mène > par la commune section 
CEg et par héC , le plan adf , par la commune section 
JIG et par HD" , HIT, les plans jH/ , AD" , on for- 
mera â*une part les angles dièdres dhgdf , (Phgc, et 
del'autre les angles dièdres DHGD', L/HGD", D"HGC, 
qui seront tous égaux (ao6); et Tangle dièdre dhgc^ 
sera àl'angle dièdre DHG C comme le nombre des parties 
contenues dans Fangle chd est au nombre des pipiies^ 
contenues dans l'angle CHD. 

Si les angles chd et CBD n'étaient pas commensu- 
rables entre eux^ im raisonnement absolument semblable- 
àcelui du n"* 109^ prouverait que leur rapport ne saurait 
être ni plus petit ni plus grand que le rapport des angles, 
dièdres bgac et BGAC. Il résulte donc de là que- 
Y angle dièdre a pour mesure V angle plan formé par 
deux droites menées dans chacune de ses faces , per^ 
pendiculairement fi leur commune section et par un 
même point de cette droites 

n est évident que les^ angles dièdres îouisseot des 
mêmes propriétés que les angles plans qui les mesurent ; 
les angles dièdresXGJ?/ et BGHCy par exemple ^ op^ 
posés parrarête> GB y sont égaux ^ puisqu'ils ont pour 
mesures les angles plans IHF et CHD y opposés par 
le sommet. 

208. 22* Corollaire. Un plan CD mené par la ligne FG 
FIG. ii4* perpendiculaire au plan AB^fig. 1 1:4 > ne penche d'au-> 
cun côté de ce dernier^ auquel il est par conséquent 
<perpendiculaire ; car si on mène dans le plan AB y per*- 
pendiculaîrement à CE , la droite FKy et qu'on la pro- 
longe en K\ les angles GFK et GFK! , étant droits ( 1 .qS) , 
il résulte du numéro précédent que les angles dièdres 
ACED et BECDy formés par le plan CD, sur les deux 
parties AE et CB du plan AB y ^ont égaux comme 
droits. * 
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Il est visible que par la droite CE^ prise dans le plan 
AB , on ne peut éleyer perpendiculairetaient sur ce plan 
que le eeul plan CD. 

THÉORÈME. 

dog. Si par un point quelconque de la commune 
section CE des deux plans AB , CD, qui se rencon- 
trent à angle droit, on élèi^e^ perpendiculairement au 
premier, une droite VG, cette droite sera comprise 
dans le second. 

Démonstration. En effet si elle n'y était pas ^. on 
pourrait encore par cette ligne et par la ligne CE 
mener un second plan perpendiculaire à AB , ce qui est 
absurde (n^ précéd.). 

La droite FG est d'ailleurs perpendiculaire sur la 
commune section CE (196). 

2 10. Corollaire. Il suit de là que l'intersection GH^ 
fig. 11 5^ de deux plans CD et EF , perpendiculaires FIG. ii5. 
à un troisième jiB, est perpendiculaire a ce dernier; 
car là perpendiculaire élevée parle point G du plan AB, 
devant , par le n^ précédent^ se trouver en même temps 
dans le plan CD et dans le plan EF, nb peut être que 
leur commune section GH. 

THÉORÈME. 

au. La droite FG, fig. 114, menée perpendicu^^lG. it^, 
lairement à CE dans le plan CD , qui rencontre AB 
à angle droit , est perpendiculaire à ce dernier. ^ 

Dénionstration. Si> par le point F, on mène dans le 
plan AB , la droite FK perpendiculaire à CE, l'angle 
GF/iC sera nécessairementdroit^ puisque le plan CD est^ 
par l'hypothèse, perpendiculaire stu: AB (âo8). La ligne 
GF se trouvant donc en même temps perpendiculaire 
aux deux droites CE et FK, menées dans le plan AB , 
sera aussi peipendiculaire à ce plan (19$). 
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.THÉ(»l£BtE. 

• fiifl. Deux dtùkes FG et HI , perpendiculaires à un 

même plan , sont parallèles entre elles; et réciproque" 
ment, si la droite FG est perpendiculaire au planAB, 
et que HI soit parallèle à FG , HI sera aussi perpen^ 
diculcâre au plan AB. 

Démonstration, Si Tofi joint les points F et iJpar la 
droite CE^ et que Ton mène par cette ligne et par la 
ligne FG, le plan CjD, qui sçra 'perpendiculaire à AB^ 
il comprendra la droite HI , puisqu'elle est aussi per-^ 
pendiçulaire à AB (flog); et cette dernière se trouvant 
-^ors dans le même plan qne FG et perpendiculaire à la 
même droite CE^ sem parallèle à FG (Sg). 

Réciproquement, si les lignes FG et HI sont parallèles^ 
li plan CD qui les contiencfra sera perpendiculaire sur 
ABy lorsque l'une d'elles, FG par exemple, sera per- 
pendiculaire s«r ce dernier; et comme en Vertu du 
parallélisme l'autre droite HI se trouvera perpeiuKcu-» 
laire sur CE aussi bien que FG, elle sera perpendicu- 
laire au plan AB, d'après le n® précèdent. 

THÉOKÈ!lffi. 

SI 3. Deux plans perpendiculaires à une même droite 
FIG. ïï6. GH, fig, 116, ne sauraient se rencontrer,. 

Démonstration, S'ih se rencontraient en effet, et que 
Ton joignit Tun des points de leur commune section 
tpLon suppose être EF, avec les points G et H, où la 
perpendiculaire GH les rencontre ^ les droites HF et GF, 
qui, partant d'un même point, formeraient un triangle 
avec GH, seraient nécessaii«ttiQnt dans le même plan 
avec cette demièriB; et comme elles devraient là rencon«- 
tr^ à angles droits (196), il s'ensuivrait que d'us même 
point on pourrait abaisser dans le même plan deuxpei^ 
pendiculaires sur une droite, ce qui est absurde ^â). 

Al 4- Deux plans perpendiculaires à une mêmedroite^ 
ne ^e rencontrant point, sont parallèles entxe eux. 
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THÉORÈME. 

^5. Lorsque deux plans patattèles AB et CD, 
g^ 117, sont coupés par un troisième PH , tes inter^ ^^^* "7« 
ections £F et GH, sont parallèles entre elles. 

Démonstration. Il est visible que les droites EF et 
G£r, comprises dsms le même plan FH, ne peuvent se 
rencontrer, ifnelque l(Hn qu'on les prolonge, sans que 
les plans AB et CD, qui les contiennent respectivement, 
ne se rencontrent aussi ,* ce qui ne saurait arriver puis- 
qu'ils sont parallèles. 

216. Corollaire. H suit de la, 1^. que deux plans pa- 
rallèles ont leurs perpendiculaires communes ; 

a^. Qiie ces perpendiculaires sont égales^ d'où il résulte 
que la distance des plans parallèles est la même dans 
tous lei^s points. 

En -effet, si Ton élève sur le plan AB ,fig. u8 , la FIG. ii^ 
perpeiidiciilaire GH, etqu'ontirèparsonpiedlesdroites 
<iL et GI, les plané LGff et IGH couperont les plans 
AB et OD, suivant des droites HM et HK^ parallèles 
aux droites G£# et G/, et par conséquent perpendicu- 
laires comme ces dernières à GH\ donc (196) .GJTest 
perpendiculaire au plan CD en même temps qu*au 
plan AB. 

£n second lieu , si Ton élève encore sur le plan AB 
la peipQddiculaire RS , et que Ton conçoive le plan 
ORSj la figure GHSR sera un parallélogramme reé^ 
tangle (ai 5), et donnera par t;onséquent Gih=RS. 

THÉORÈME. 

217. Si deux droites qui se coupent sont parallèles 
i deux autres droites qui se coupent , le plan déter- 
miné par les deux premières sera parallèle à celui que 
déterminent les deux autres, 

« 

Démonstration. En effet , si les droites HM et HK 
sont parallèles aux droites AP et AN^ et que Ton abaisse 
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da point H^ perpendiculairement au plan AB^ X^l droite 
QH, elle sera perpendiculaire sur chacune des droites 
GL et GI ^ menées dans ce plan parallèlement ^iix 
droites AP et AN y et qui seront parallèles aux droits 
HMet HKÇâo4)'y la ligne GHaera, donc aussi perpei» 
diculaire sut ces dernières ^ et par conséquent sur le plan 
CD qu'elles déterminent (196) : les plans AB et CD 
étant alors perpendiculaires à la même droite GH, 
seront donc parallèles (âi4)« 
A18. Corollaire* Ilsliitde laque par deux droites^TÇ 

FIG. 119. et ^^>fiS' 119 > ^P^ > ^® ?® coupant point et n'étant 
point parallèles y ne sauraient être comprises dans un 
même plan y on peut toujours faire passer deux plana 
parallèles j dont la plus courte distance donne celle des 
deux droites proposées. 

En eiFet^ si l'on mène par un point quelconque T 
de la droite HÇj une ligne TD parallèle à G/,ltpar un 
point quelconque R de la droite GI^ ime ligne RO pa- 
rallèle à BQy les droites HQ et TD ^ respectivement 
parallèles aux droites RO et G/, détermineront un 
plan parallèle à celui qui passera par ces dernières. 

n est visible que les droites HQ et GI ne peuvent 
s'approcher de plus près que ces plans. 

219. Remarque, Si par un point quelconqiie R de 
la droite G/, on mène une perpendiculaire /{5 sur le plan 
CD y le plan GS y passant par RS et par GI y sera en 
lAême temps perpendiculaire sur CD et sur AB (a 16)^ 
et rencontrera le premiet , suivant une droite HK paral- 
lèle à G/ (21 5) > et qui coupera la droite HQ au point 
H y oii celle-ci s'approche le plus de G/; car si du 
point H on abaisse «ur GI la perpendiculaire HG, elle 
sera perpendiculaire au plan AB (an) et par consé- 
quent aussi au plan CD (ai 6) : elle mesurera donc la plus 
courte distance des plans et des droites. 

n faut bien observer qu'elle est perpendiculaire en 
même temps aux deux droites proposéesÂTQ et GI (196). 
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THàCAÈME. 

aao. Deumdfoiies OH 0I ik , comprises entre deux 
plans pmruUèles AB et EF, fig. lao^'sont toujours FIG. lao. 
coupées en parties prùporêionnelles , par un troisième 
plan . CD parmllèle €U3ù deui: premiers. 

Dém^onsiration. Pour le prouver , on joindra d'abord 
le pcMnt £r et lepcMnt / par une dtcnte HJ, puis on tirera 
dans le plan CD , par les points L , M, N, où les droites 
OH; BJ, SK, le rencontrent, les droites LM et MN^ 
qne l'on pourra considérer comme les intersections du 
plan CD avec les plans triangulaires GHI, HJK, et qui 
seront par conséquent parallèles aux droites G/ et HK, 
dans lesquelles GHI rencontre j4B, et HIK rencontre 
EF (fli5). Le triangle GHI, ayant donc ses côtés GH 
et HI coupés par la ligne LM parallèle à GI, donnera 

HL : LG :: hm : Mi, hl : hg :: hm : m-, 

If /Vêtant parallèle à HK, le triangle ^//fC donnera 

HM : iif/ :: kn : at/, jjat : m :: /civ : /f/, 

d*où Ton conclura, conformément à l'énoncé f 

HJU ; LG :: kn : Ni, hl : hg :: /ca^ : i^/. 

231 . Lorsque plusieurs plans ASB, ESC, CSD, DSE, 
ESF^ PSG, GSA, fig, lai , (^i passent par le même FIG. m. 
point S , se rencontrent deux à deux , l'espace qu'ils 
comprennent entre eux , indéfini dans le sens opposé au 
point 5, se nomme ordinairement an^/e solide; mais j^ 
crois devoir l'appeler angle polyèdre ou angle à plu-r 
sieurs faces, parla raison que j'ai déjà donné le nom 
Sangle dièdre , ou angle à deux faces ^ à celui que 
deux plans forment entre eux (*). Cette nomenclature 



■r* 



{*) On Yerra plus bas des raisons assez fortes pour bannir de I9 
Geoinëtrie le mot solide , dont la signification la plus connue dan^ 
notre langue, répond k une idée très difFefente de celle qu''oii y 
Iltt«frb9 en Géométrie. 

Géométrie. i3* édition. 10 
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oiFre d'ailleurs Tavantage de distinguer les angles de ce 
^enre, par le nombre de leurs faces. L'ange à trois foces 

FIG. r%2. SABC^Jig. laa , sera nommé angk trièdfe; on angle 
qui aurait quatre faces serait un angle tétraèdre ; Tangle 

FIG. 1)1 . SABCDEFG de la &g. lai est ua angle epiaèdre, 

' Le point 5 où se rencontrent toutes les faces de l*angle 
en est le sommet} leurs intersections successives SAy ^B^ 
SCy SDy SEy etc. sont les cirêtes de Tan^e. Ce qui con- 
stitue r^mgle polyèdre SABÇDEFQy et Je distiiig\iede 
tout autre angle composé du même uombre de {aces, 
pe sont les angles plans ASBy BSC, CSDy etc. formés 
par ses arêtes consécutives , et les inclinaisons respectives 
de ces faces , ou les angles dièdres qu elles forment entre 
elles. 

Il y a donc dans Vangle trièdre six choses i considé- 
rer^ savoir : trois angles plans et trois angles dièdres. 

THÉORÈME. 

âas. La somme de deux quelconques des angles 
plans qui composent un angle trièdre est toujours plus 
grande que le troisième. 

Démonstration. Si les angles plans ASB^ ASC^ BSCy 
FIG. iai.J%- ^^^9 étaient égaux entre eux^ la proposition serait 
évidente par elle^niéme. Dans le cas contraire, soit ASB, 
le plus grand des trois ; on y mènera la droite SD de 
manière que Fangle ASD soit égal à ASC\ on prendra 
SD-=SCy et on tirera les droites ADByAC^BC. Les 
deux triangles ASC et ASD seront égaux, puisque les 
angles ASC et ASD , égaux par construction , se trou- 
veront compris entre des côtés respectivement égaux; on 
aura donc ACzszAD\ mais AC-^-BC^ AB\x5) y ou 
AC'\'BC'^ AD -i-BD : retrancliant de part H d'autre 
les lignes égales AC et ADyïl pn résultera BC^BD. 
Or les triangles BSC et BSD ayant les côtés SC et 
SP égSLvx entre eux et le côté SB commun ^ l angle 
3SC^ opposéau côté ^Cplus grand que BDy surpassera 
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•écessairement l'angle BSD opposé à ce dernier (19) ; 
d'où il est étident que ASC-^ BSC= ASD -f- BSC 
surpasse ASD -f- BSD ou ASB, 

THÉORÈME. 

aaS. Si deux angles trièdres SÀBC, S'A'B^C, 
£g. ia3 , sont formés de trois angles plans égaux FIG. i%X 
chacun à chacun > les angles dièdres compris entre les 
angles plans égaux seront égaux; cest-à-^ire ^ que 
les faces semblables seront également inclinées entre 
elles dans chacun des angles ' trièdres proposés, 

Déntonstration. Soit ASBz=:zA'Sf ff ^SC:=:z A! ^ C . 
BSC=lB'S^ C\ si , sur les arêtes ^5 ^B'S par lesquelles 
se joigneot des an^es plans égaux^ on prend BS—RSl^ 
et que parles points B et ff ^ on conçoive des plans ABC^ 
ABO^ perpendiculaires à ces arêtes » les triai^les BSC^ 
ASB^ étant rectangles en B^ comme les triangles BfS^ C, 
J[Sff ^ le sont en ff^ seront é^ux à ces derniers, àca<ise 
de l'égalité des côtés BS et B!S\ et de celle des angles 
BSCetB'S'C, ASB et ASLB' (iS) : on aura donc 

SC=SC, SA=SA, BC=ffC, ABts^B. 

Mais comme uf5C=^'«S'<7\ les triangles ^5C et A!SC 
seront ég^ux(i6)»etdonne|:oQt par conséquentutfCzz^'C^, 
Enfin les trois côtés des triangles ABC et A'ffC étant 
égaux, les angjes ABC et A!VC , qui mesurent les 
angiesdièdres formés par les plans BSC et ASB , B!Sf C 
et JtStV (806) , seront égaux comme le porte l'énoncé 
de la proportion. 

La construction ci-dessus , supposant que le plsm- ABC 
rencontre en même temps les arêtes.!?^ et SC, ne peut 
avoir lîjen lorsque ks an^es ASB et BSC ne sont pas tous 
deux aigus ; maîsf si un seul , ou tous les deux étaient ob*- 
tus, ou prolongerait au-delà du pointa, soit Tune des 
arêtes 5^, SB^ soit toutes les deux. Ces prolongemens 
doi\iieraîent un nouvel angle trièdre , dans lequel Tangle 
dièdre formésur l'arête SB , serait ou le supplément de 

10m 
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CSBA y ou la continuation de oet angle (907). La même 
construction opérerait un ' chai^ement analogue isox, 
Fangïe trièdre y^'iTCr. 

Quand les deux arêtes SA et SC sont perpendicu- 
laires à ,S^, elles sont' parallèles au plan ABC; maïs 
alors leur angle ^5Cinesure l'inclinaison desplans SB A 
e^SBC ; il en est de même dans le second angle trièdre, 
et la proposition est évidente par elle-même. 
" Si un seul des angles >f 5-^, J55C, est droit, le pre- 
FIG. 134. mier, par exemple^ Jlg.'iQ^t ayant prolongé les 
arêtes SA et SB 9'il est nécessaire pour que les angles 
ASC et BSC soient aigus , on mènera d'un point quel^ 
conque de l'arête SC, les plans CAD et CBD perpen- 
diculaires , Tun sur SA , l'autre sur SB; ASB leur sera 
perpendiculaire (208) , et ils se couperont par con- 
^ séquent suivant une droite CD perpendiculaire à ce 

plàri (210) : prenant S^Ct=zSC et faisant la même 
/ construction sur l'angle trièdre S A*B'C , les tt'iangles 
SAC et S'A'C, SBC et S^'B'C seront respectivement 
égaux , car ils ont deux angles et un côté égaux \ donc 

ACzriA'C, BC^WC, AS'^A'S'y BS=ffS'i 

les deux dernière égalités établissent celle des rec- 
tangles ^5^Z> et ASffD^\ donc BD=B'D^ : alors les 
triangles CBDy C&ty\ rectangles en D et ZX, ayant, 
chacun à chacun , deux côtés égaux , dont un est hypo- 
ténuse, seront égaux (34)> ainsi CD=C^Z)', et par 
conséquent lee angles CBD et OB^D^yqpX mesurent les 
inclinaisons des plans ASB et BSC, A'S^ff et B'S^Ù 
seront égaux aussi ('*). 



mim 



i^) M- Vécteti, professeur an Liyeée de î^mes, m^a fait rcmar- 
qner quVn menanjt par le sominet 4$^ le plan pei^pond^tcobire il l'a* 
réte «y^ , on pouvait former une «onstractlon applica^e II t^us Je« 
cas; mais la figure étant un peu plas difficile \ concevoir que la< 
iipire xtS, f^ai cru devoir conservcr'ici la de'monstration de Robert 
Simson qui^ le premier, a'donnifce théorème et le saivant pour rem -^ 
plir'uné kctiiic que piMlsefitait le ii« livr^ dçs Elém^nf d^JSuclUie^ 



D E G £ O M É T R 1 E. 1^9 

THÉORÈME. 

aa4. DeuxangkslrièdresSAW:etS''A'^VC^, fig. laS, yiQ. ,^^ 
formés par trois angks plans égaux et sembtablement 
disposés entre eux , sont égaux dans toutes leurs parties. 

Dénwnstration. Eh elFet , ayant fait coïncider les face^r 
égales ASB et A'^Sfff'^ par les arêtes AS et A'Sf^ les 
£ites égales ^,$C«t A^S^C^ <}ui sont également inclinées 
sur les précédentes (n^ précéd.) y coïncideront aussi ; et 
à cause de l'égalité des angles plans ASB , A'Sf^^ ASC^ 
A'S'C, les arêtes 5^ et 5'/ï', SC et S'C, coïncideront, 
et par eonséquenl aussi lesfaces BSC et B'S^C, déter- 
minées par ces arêtes» 

aaS. Remarque. H est bien important d'observer .que 
la coïncidence des angles trièdres ne peut avoir lieu que 
dans le tas où les faces égales sont semblàbleméîit pla- 
tées dans l'un et dans l'autre ; c'est-à-Kiire lorsque tous 
deux étant posés sur des &ces égales , et ayant leur 
sommet tourné du même côté, les angles dièdres égaux 
sont ouverts dans le même sens, ainsi que cela arrive à 
i égard des angles S ABC et S'A'B'C, mais non pas à 
l'égard des angles SABCet SAB'C. Dans ce dernier^ 
l'angle dièdre CBS j( y compris entre les angle«s plans 
AfSfff, B'S^C , a son ouverture en sens contraire de 
ceDe de l'angle dièdre CBS A , qui lui est égal comme 
oonipris entre les angles plans ASB^ BSC , respective- 
ment égaux aux précédens ; et l'on Voit bien qu'il est 
impossible de &ire coïncider ces deux angles trièdres. 

L'égalité des triangles ^^C et AffC^ sur laquelle 
repose celle des an^es dièdres formés par des angles 
plans égaux, subsiste toujours, parce que si on tes con- 
çoit détacbéi de l'angle trièdre , on peut retourner te 
plan du second pour l'appliquer sur te premier,, reaver^ 
sentent qui ne saurait s'effectuer dans les angles po* 
lyèdres. On ne peut donc conclure l'égalité des an^es^ 
trièdres S ABC et S/AffC que de celle de leurs parties 
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Constituantes , et parce qu*il n'y a pas de raison poilf 
qu'ils diffèrent Tun de l'autre , étant formés des méniea 
angles plans et des mêmes angles dièdres. 

Comme leur différence ne résulte que d'une simple 
transposition de parties, c'est'^-dire de ce que Tordre des 
angles plans de l'un étant j4SB , ASC, CSB , celui dea 
angles correspondans de l'autre est J!S'S , CSB* , 
ASC , je crois qu'onpourraitles nommer angles trièdres . 
inverses l'un de l'autre , et dire en conséquence que , par 
rapport à l'espace qu'ils renferment, deux angles trièdres 
inverses CyLtp de Vautre sont égaux (*). 

Il y a encore plusieurs cas d'égalité dans les angles 
trièdres , mais le précédent suffit à mon objet. 

THÉORÈME. 

2a£. La somme des angles plans qui composent un 
angle polyèdre convexe , cest^-ç-dire dont toutes les 
arêtes sont saillantes ou extérieures , mais d'ailleurs 
quelconques , est toujours moindre que quatre droits* 

Démonstration. Si l'on ferme l'angle polyèdre^ SAB 
FlG. 135. CDE , fig* ia5, par un plan quelconque, les côtés du 
polygone ABCDE , formé par les intersections de ce 
plan avec chacune des faces de l'angle polyèdre proposé» 
changeront ces faces en autant de triangles. En consi- 
dérant séparément l'angle trièdre BACS , on a 



i*« 



C^] M* Legendre» k qoi Pon doit la remanjne et réclaîrcissemenc 
de la difficulté que présente Pe'galité des angles trièdxes inverser, les 
nomme symétriques , parce qu^il les considère comme construits 
de différent côtés d*un même plan. En effet, si Ton retournait Tangle 
trièdre S'AffO poar le placer au-dessous de S'A'B'C^ etk 
S'A'B'C"' 9 eu faisant coïncider Pangle plan AS'B vite son égal 
A'S"B* y par les arêtes correspondantes AS" et A'S^y BS' et 
B'S" y les deux angles trièdres présenteraient de chaque côté du pba 
A'S^B* des espaces symétriques. M. Legendire a donné à cette idée 
ingénieuse des dévcloppemens qui jettent un grand jour sur la 
théorie des. polyèdres- ( ou corps à faces planes } , et pour ksqtiels' 
je renvoie h son ouvrage. 
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SB A +SBC > jiBC ( aaa )„ 

Tangle trièdre CBDS donne de même 

SCB + SCD>B€D^ 

et aillai des autres : la somme des an^es SAB , SBA^ 
SBCySCB^ etc. formés sur les côtés ^^^ BC, etc. des 
tnam^s ASB ^ BSC , etc., surpassera donc ceHe des 
angles intérieurs du polygone ABCDE, et vaudra par 
conséquent plus de deux fois autant d*angTes droits que 
ce polygone a de côtés moins deux , ou que Tangle po- 
lyèdre a de faces moin&deux (8a). Si on retranche ceCte 
sommede cellede tousles angjesdes^tiiangtes SAB,,SBCy 
SCD ^ etc., composée d'autant de foisdenxaùgles droits- 
que l'angle polyèdre a de faces , il restera nécessairenent 
moins de deux fois deux angles droits ou de quatre anglea 
droits, potir la somme de» angles plans ASB ^ BSC, etc. 
formés au sommet S de Tanglé potyedre SABCDE. 

DE^ CORPS TMBMtNÈS PAR DES PLAIfS. 

Qoj. Les corps terminés par des plans se nomment 
corps polyèdres , ou simplement polyèdres. 

On ne peut fermer de toutes parts un espace par un ^ 
nombre de plans moindre que quatre. Le corps SABC, 
Jig. 136, compris entre les quatre plans ASB y ASC, FIG. ia6; 
BSC ^ ABC y se nomme tétraèdre. 

Tout corps dont une des faces est un polygone quel- 
conque et dont toutes les autres sont des triangles 
ayant leur sommet au même point, se nomme pyramide. 
Le corps SABCDE ^Jig. 127, est une pyràmide^^en- itG. 137. 
tagonale, parce que sa base ABCDE est un pentagone ; U 
point S y sommet commun destriangles ASB, BSC, CSD, 
DSE, ESA^ est aussi le sommet àà lap3rramide. Le 
tétraèdre S ABC de la figui'e ia6 est lui-même une py- fig. laffk 
ramide triangulaire. Tous ses angles polyèdres n*ont 
que trois faces » ce qui n*a lieu que pour les angles 
adjacens i la base dans les autres pyramides ; et Von 
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peut prendre pout base celle de s^ faces qu'on veuf. 
Les tétraèdres sont dans l'espace , ce que les trlan-f 
gles sont sur un plan ; car ae même qu'on fixe la posi- 
tion d'un point sur un plan , en le liant , par un triangle , 
à deux points donn,és, on fixeoelle d^un point dand; 
1^ espace ^ en le liant, par un tétraèdre ^ à trois points' 
donnés. Voici ^es principdes {propriétés des tétraèdres/ 
jointes à quelques-unes de celles d^ pyramides > qui 
ont la plus grande analogie avec les tétraèdres* 

TKÉCmÈME. 
' *3a8. Si les angles trièdres S et S" des^ tétraèdres 
l'IG. laC. S ABC , S'À'B'C', fig. ifl6i sont composés de triangles 
égaux et sembtàhlement disposés, ces tétraèdres seront 
égauôc; et ils le seront encore si les faces SAB et SAC* 
de t^un son% - égales ùux faces S'A'B' et S'A'C de 
l'mttre, assemblées de la même manière , et forment' 
entre elles le même 'cngle dièdre que celles-ci^ 

Démonstration^. i°. Il est évident qu'en faisant coïn- 
cider la face SAB avec la face S' A I^ , les autres fiïcea 
égales, étant également inclinées sur celles-ci (aaS)^ 
coïncideront aussi. 

Q**. La face 5^i? coïncidant avec ^'u^'^', laface SAC 

coïncidera avec 5'^' C, quand l'angle dièdre CSAB sera 

égal à OSA'ff'y et les droites SBçxSC se trouvant alors 

confondues avec S'B' et SC\ les faces SBC^X S! B' C 

coïncideront nécessairement. i 

aag. On donne le jiom de polyèdres semblables à 

ceux dont les faces sont des polygones semblables et dont 

les plans sont en même nombre , semblableme^t disposés 

et également inclinés les uns^ à l'égard des autres , ou 

forment des angles dièdres égaux. On va voir que la 

, dernière de ces conditions résulte des autres pour les téi 

■ traèdres et les pyramides (*). 

■ ■ - # ' — 

1 

(*) M. Cauchy dcjà cite ( page i34 } » a démonire dans le i6c ca- 
liicr dn Joutnàl de l'Ecole Polytechnique , qtt^il eu c'iait de 
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THÉORÈME. 

> 23b. Lorsque les triangles qui fotmehi 'deux angles 
tnèdrès homotogues de deux tétraèdres , sont sem^ 
blùbles ch€umn à chacun, et semblât lement disposés , 
ces tétraèdres sont semblables ; et ils le seront encore 
si deux faces de Pun font entre elles le même angle 
que deux faces de [autre, sôrû en outre semblables ^ 
àcelles^i, et assemblées ptsr dés côtés homologues. 

Dénumstration. i "*. Si les triangles SAÈ^SAC, SBC, 
fig, 1^6, îBont respectiyement temblables amc triangles FiG. ia6. 
yi^E, S'DF, SEP, et disposés de la même manière , 
que Toti pienne sur l'arôte S^D , homologue dans le 
tétraèdre S^DEF, à l'arête SA du tétraèdre S ABC, la 
partie S'A'^^SA , et que par le point A', on mène le plan 
ÂB*C parallèle à DEF, on déterminera dans le tétraè- 
dre SDEF, un tétraèdre SAIBC semblableà S DEF 
et ^al à S ABC. 

En ^et , 11 est évident gu*en vertu du parallélisme 
des droites^ Jî' et DE, A' Cet DF, ffC et EF (ao5), 
les faces S! 4 B' et S DE, SfA'C et S'DF, S^&C et 
SEF, situées deux à deux dans le même plan , seront 
semblables. De plus, les triangles A B*C et DEF^ 
situés dans des plans difFérens , ayant aussi leurs côtés 
parallèles, et par conséquent leurs angles égaux (ao5), 
seront semblables. Les deux tétraèdres S AB'C et 
SDEFays\nt donc leurs faces semblables et leursangles 
trièdrea homologues formés par des angles plans égaux, 
auront , chacun à chacun , tous leurs angles dièdres 
égaux ( aa3 ) , et seront nécessairement semblables. 

Maintenant, les triangles 1$'^^'^ S A'C , équîanglesà 
S DE et à S'DF, par construction , et par conséquent a 

SAB et à SAC, d'après l'hypothèse , seront égaux à ces 

- ■ • 

fl»^me pour tous les polyèdres convexes, ce qui dtait sopposë sans 
preuve, dans les Élémens d*Euclide , et étendu k tous les 
polyèdres, sans la restriction dont Robcr| Simsou avait déjà re- 
connn le besoin. (Voyez aussi la Géomctric de M. Legcadrc,9« cdii.) 
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derniers^ puisque les deux côtés homologues S^ A^ et S A 
août égaux ( 18 ) ; on aura donc ainsi S^B' = SB , 
&'0 == se, ce qui entraînera Tégalité des triangles 
équiangles §'B'C et SBC, et par suite celle des té- 
traèdres S'^'^C^ et SABC (aa8). Donc enfin les té- 
txaèàxesSJBC et S^DEF , l'un égal, l'autre sem- 
^ hIaiAQkS'A'B'Cy sont semblables entre eux. 
* a**. Siles triangles SAB et SAC sont semblables aux, 
triangles SfDE et S'DF, de plus , joints par des cjôtés 
homologues à ceux qui réunissent ces derniers , et que 
Tangle dièdre CSAB soit égal à l'angle dièdre FS'DE , 
le tétraèdre S[A!ffC', construit ci-dessus, sera égal à 
S ABC (aa8), comme ayant deux faces,5'^'^' et^ ^ C, 
égales aux &Ges SAB et SAC, et formant entre elles le 
même an^ dièdre que ces dernières; le tétraèdre 5^^ C 

sera donc encore semblable à S'.DEF. 

THÉORÈME. 

aSi* Deux pyramides <fuelconques sont semblables 
lorsque toutes leurs faces sont semblables et sembla- 
blement disposées. 

Démonstration. Soient SABCDE , S'FGHIK , 
IIG. tn'j.Jlg, 127, les deux pyramides proposées; il.est visible que 
tous leurs angles dièdres font partie des angles trièdres 
adjacens aux bases ABCDE , FGHIK -, mais ceux-ci 
lorsqu'ils sont homologues, comme Bet G, C et H, etc., 
étant compris entre des faces semblables. et serablable- 
ment disposées, sont formés d*angles plans égaux ; ils ont 
par conséquent leurs angles dièdres égaux : les pyra- 
mides réunissent doi^c tous les caractères de la sim.î*- 
litude (aag). 

23a. i*"^ Corollaire. Si Ton coupait la pjnramide 
S'FGHIK par un plan A'P' CDE, parallèle à FGHIK , 
on aurait une pyramide S*A[B'CUE semblable à la 
pyramide entière , car il est facile de reconnaître que 
toutes les faces de Tune seraient semblables à celles dé 
l'autre , et semblablement disposées , puisque les trian- 



/ 
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gles A'BC y jfCiy , jtiyE , sont respectivement 
semblables aux triants FOR, FBI, FIK , d'où a 
résulte que les bases AB'dD'E et FGHIK sont sem- 
blables entre elles. 

n est vbiMe- que les pyramides SfABCiyE et 
SABCDE seront égides, si l'une des arêtes ^^ de la 
première est égale à sa correspondante <$^ dans la se- 
conde ; caries faces de l'une et de l'autre étant sembla- 
bles à c«Ues de la pyramide S' FGHIK , sont semblables 
entre elles , et doivent par conséquent devenir égales 
lorsqu'elles ont un côté commun , p«isqu'en vertu du ^ 
n® 18 , des triangles équiangles sont égaux quand, 
ils ont, chacun à chacun, un côté égal : de plus, les 
angles trièdres de chacune de ces p3a'amides, étant for- 
més d'angles plans égaux , auront leurs angles dièdres 
égaux ( âa3 ). Par conséquent lorsque les bases 
ABCUE et ABCDE coïncideront, les pyramides 
SABCD'E et 5^i9CZ>jB coïncideront aussi. 

En menant des plans par les sommets 5 et 5^ et par les ^ 
diagonales AC, AD, FHet FI, on prouverait encore , 
avec un peu d'attention , que les pyramides SABCDE, 
SAlBCUE et S* FGHIK sont composées d'un même 
nombre de tétraèdres semblables et semblablement dis- 
posés, et que les pyramides SAB CUE et SABCDE, 
le sont de tétraèdres égaux; d'où l'on pourrait ausd 
conclure que ces dernières sont égales. 

n convient d'observer que l'ég^té de ces pyramides 
emporte celle des perpendiculaires SP etSP', abaissées 
de'k sommets Set S', sur les bases respectives. 

aSS. a^ CoroUcùren II suit de la similitude des faces 
At^^yxmààes SABCDE , S^ FGHIK, que les arêtes 
de ces p3rFamides sont proportionnelles entre elles et aux 
perpendiculaires SP etS^Q, abaissées des sommets sur 
les bases ; car en comparant les faces triangulaires ho- 
mologues 5^^ et ^FG, SBCetS'GH, etc., on aura ces 
suites de rapports égaux : 
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SAlS^F\\JB:FGv.SB:S'G\ 

SB : 5^0 :: bc\ gh :: sc\ S^B, 

àeeqùeUes on tirera celle-ci : 

SA:SfF:iSB:S'G:isC:S'H,etc. 
i: JB i FG :: bc : gh, etc. 

Oe pitte » le parallélisme des plans AB'CïJ^E et 
FGHIK donne (aao), 

ou SA : s'F :: 5P : sq, 

puisque SA=SA, SP=SP\ et le rapport 5-rf:yF 
lie cette dernière proportion aux précédentes. 

fi34* Remarque, On peut» par le moyen de ce 
qui précède , trouver la hauteur d'une pyramide , 
quand on connaît les dimensions d'un tronc tel que 
FGHIltA'B'CjyE^, qui reste lorsqu'on en a retranché 
la partie supérieure SAIB'C'DEy au moyen d'un plan 
AfBfCD'E parallèle à la base FGHIK. Pour cela, il 
suiGt de considérer la proportion 

Aff : FG :: sp* : SfQ, 

de laquelle on conclut 

FG^A'Bf : FG :: sfq^SP : Si}, 

ou FG'^J!tt\FG\\Pq\Sfq\ 

les trois pt^miers termes de là dernière proportion sont 
donnés par le tronc même , dont P Ç est la hauteur , et 
font connaître la hauteur y Q de la p}rramide entière. 

THÉORÈME. 

a35. Les basés des pyramides semblables S^Af&C'D'E' 
et STGHIK , font entre elles comme les quarrés de 
deux arêtes homologues quelcoMques , S'A', S'F , et 
cqmme les quartés des perpendiculaires S'P' et S'Q , 
abaissées du stmimet sut ieur plan. 

Démonstration. Les bases étant "semblables, on a 
d'abord 
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ABfCiyE : FGBIK \\ J^& : FG (176) ; 

mais par te n^ a33 , 

AÏÏ\FG\xSJ!\SF\vSP\Sq, 
et par coqséqKenl 

Âw^\ fg\\ s7\ Yf\\ YF\ Vq, 

d'où il résulte 



■ft — — • 



A'BfCjyE: : fguik :: sa \sfF\\ srp" : y ç, 

oe qui dontient les denx parties de la proposition. 

Il est ^|0>le que dbns les proportions obtenues pré* 
eédemmeat» on peut substituer , au Heu de la pyramide 
S A BOXE ^\. desli^esqui lui appartiennent^ la py- 
ramide égale SABCDE et les lignes correspondantes. 

a36. Corollaire, Il suit de là que les sections faites 
à la mêine distance des sommets, dans deux pyramides 
quelconques 9 sont dans un rapport constant , quelles 
qne soient d'ailleurs ces distances et les figures des bases. 
En eiFet, si dans le tétraèdre de la figure 196 , les dis- fiG. tif>, 
tances S Cet yP'mnt égales aux distances ^ Ç et S'P' • «^ » ^7- 
dans la pyramide de la figure 137, le rapport des quar** 
1^8. des deux premières étant égal à celui des quarrés 
des deux dernières, le rapq^rt des triangles DEF et 
AlBfC sera par conséquent égal à celui des pentagones 
FOHIK et AffCD^E ; on sorte qu'on aura 

, DEF : ANC :: fgbik : aïïcd'E, 

on I^EF : FGHIR :: ABC : AffCD'Ef. 

f&j. On distingue encore parmi les polyèdres , soua 
le.oom de prismes , ceux qu^ ont deux faces oppoaéesi , 
égales et parallèles, qu'on nomme bases ^ et dont 
toutes^ les autres sont des paraliélogrami^jB^r, l^e Qprps 
4BCÎ>EFGHIK^ Jig. ia8, est un priw? » a? base, est piG. laS. 
le pentagone ABCDE^ et voici sa. construction. Par le. 
commet des angles de cette^^se et hors de son plan, 
on a mené des droites AF, BG, etc. parallèles entre 
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elles, etternimées iua plan FGHfK paralfiMé an plan 
ABCDE : les arêtes AF^ BG, CH, etc., prises deux 
à deux, détemùnent les faces AFGB , BGHC , etc. 
qm sont des paraSélo^rammes , puisque les droites AB 
etFG.BCet GH, sont parallèles devx à deux (ai 5). 

n est Tisible que le polygone PGHIK , formaat la base 
supérieure du prisme*, est égal au polygone ABCDE ^ 
formant la base inférieure ; car ils ont leurs côtés et 
leurs angles .égaux chacun à chacun (dôâ ). Par la même 
raison , la section faite dans le prisme proposé partout- 
plan parallèle à sa base y sera aussi égale à cette hase. 
. On doit remarquer que chaque angle polyèdre d'un 
prisme n*est composé que de trois angles pûns. 

Un prisme dont les arêtes. sont perpendiculairés-sur 
sa base, est droit; les autres sont obliques. 
FIG. ÎÎ19. ; a38. Le ^sme AB CD EÎFG H, fig. 1 5*9, qu'on dési- 
gnerait aussi par^G, et dont la base ABCD est un parallé- 
logramme, se nomme para/Z^/ep/pécIe; ses faces oj^oséesy 
ABFEy CDHG , par exemple , sont égales et parallèles. 
Leur égalité est évidente d'après le construction du 
prisme {aSj ) , et leur paraQéUsme résulte de celui des 
côtés des aag^esEAB , BDC, égaux entre eux (1217), 

TlfiËQRÈME. 

flSg. Un polyèdre compris etUre six plans , parai-» 
lèles deux à deux, est un parallélépipède. 

Démonstration. 1®. Le plan ABFE coupant les deu^ 
plans parallèles ABCD et EFGH, suivant les droites AB 
et EF parallèles entre elles ( â 1 5 ) , et les plans parallèles 
ADHE et BCGF, suivant les droites AE et j&Fpafal« 
lèles entre elles , l£l figure ABFE est nécessairement un 
parallélo^amme . On montrerait de la même manière que 
chacune des autres faces du polyèdre AG est un paral- 
lélogramme . 2®. Les côtés AB etDC étant opposés dans 
le parallélogramme ABCD, sont égaux; les côtés HD 
et AEf CG et BF, le sont aussi comme opposés dans les 
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pirallélogrammes^DHf, BCGF\ enfin lesangles CDU 
et BAE^ DCG et jiBF, sont égaux comme ayant leurs 
côtés parallèles et leur ouyertnre tournée dans le même 
sens (so5) : les parallélogrammes opposés^ ABFE et 
CDHG y ayant ainsi ^ chacun à chacun^ trois côtés et 
deux angles égaux, seront donc égaux (85). y 

THÉORÈME. 

a4o- Si les angles trièdres B etB' des prismes AI 
et AT, Eg. 1228 y sont composés de polygones égaux ^IG. laS. 
et semblablement disposés, ces prismes seront égaupc. 

Démonstration. Il est visible que lorsqpie |a coïnci* 
dence des angles trièdres B et B* sera établie (9s4) , les 
faces ABCDE et AB'CD'E!, BCHG ttffÇffG'. se 
trouvant confondues j les droites CD et C/X, CH et 
Cff coïncideront nécessairement , à cause de Tégalité 
de ces faces. Mais les lignes CD et CH détermi-^ 
nant la face CDIH, et les lignes CD" et Cff la face 
correspondante CWW, il s'ensuit que ces faces coïn- 
cideront aussi. On prouverait de même que tous les autr^ 
parallélogrammes du prisme AI doivent se confondre 
avec ceux du prisme AT , d*où il résulte que les poly- 
gones FGHIK et F'GBTK coïncideront aussi , puis- 
que les côtés du premier se trouveront confondus avec 
ceux du secood (*). 

^\. Remarques. Je passe maintenant aux polyèdres 
de figure quelconque. On peut toujours, en joignant 
par des droites , le sommet d'un de leurs angles à tous 
les autres , et divisant toutes leurs faces en triangles, 
les partager en pyramides triangulaires qui ont pour 
faces des plans menés de ce point aux arêtes , et aux 
diagonales des faces du corps proposé. L'inspection 
de la fig. i3o> rend la chose évidente. Le polyèdre fIG. i3o. 

I 

(*) Il terait tM de prouver qae T^galitë des prismes se cbange- 
•raît en Ainiilitude , si les polygones assemVIés au même angle 
fjriédre , étaient sealement sembl^les et semblablement disposes. 
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ABCDEF<j £6 trouye partagé dans les cinq pjramîdes 
^ G ABC, GABF, GAEF, GAKC, GEDC, 
dont le sommet est au point G ^^ et qui se forment e;;i 
joignant d'abord ce point avec les sommets A^B, C, 
D^E^. des antres angles polyè^es, ce qui donnç Ijçs pj- 
ramides GABCDE, GABF^ GAEF, ayant pour bas^s 
les diverses faces qui ne font point partie de Tangle po- 
lyèdre G ; et partageant ensuite eu triangles celles de ces 
faces qui ont plus de trois côtés , on a les bases despyra- 
^ mides triangulaires désignées précédemment. 

Je ne m'arrêterai pas à prouver que deux corps com- 
posés d*un même nombre de pyramides triangulaires 
égales et semblablement disposées , sont égaux ; mais )e 
ferai remarquer^ par analogie , avec ce qui a été dit 
sur les polygones, dans le n® 91 , qu'un polyèdre que|-- 
conque est déterminé en donnant les sommets de trots 
de ses angles polyèdres , et leurs distances à tous les 
autres (oiây) • H suit de laque N désignant le nombre des 
angles du polyèdre , sa détermination absolue dépend 
dès 3(A^^-3) lignes menées aux angles du tringle 
pris pour base , et des trois côtés de ce triangle , ce 
qui fait en tout 3iV— 6 données (*). 

THÉORÈME. 

Q^Q. Deux polyèdres qui sont compçsés d'un mejtm 

nombre de pyramides semblables et sernblqhlement 

disposées ^ sont semblables* \ 

Démonstration .Soient les deux polyèdresABCDEFG, 

FIG. i3a. abcdefgyjig. i3o, composés d'un même nontibfe de 

pyramides semblables^ ... 

{*) Le nombre des angles d^un polyèdre , celui de ses faces et celui 
do ses aréti s , remplissent une ç(mdition rfinarcfuable dëcoaverte par 
. Eolcr, et cpi^ voiqi : «^ désigidiiY^ le lioqabre des angles pio]yàdi«s:y 
H celui des faces ^ Ace\m des arêtes, gq a toujours «fri-^fz^ii^rfsa* 
Pour le cube, par exempiti , «S=«8,^ = 6»^=;?ii. (Fojr^t \n i6* 
cahier du Journal de VÉcolc Polytechnique , dqns le^cl 
M. Canchy adonné des théorèmes nouveaux et curieux car ce ^njc^« 
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, GABCDE et.gabcde, 
GAÈF et gaef, 
GABF et gabji*), 
dont les sommets sont aux points G ^ g, etsemblablement 
disposées ; il faut prouver que toutes les faces de l'un 
des corps sont semblables à celles dé Tautre , sembla- 
blement disposées » et forment des angles' dièdres 
égaux (sag). 

En jetant les j-eux sur la figure , on' voit d'abord que 
toutes les faces des deux polyèdres sont ou des faces 
semblables de pjrramides homologues , ou composées 
d un même nombre de ces faces y semblablement dis- 
posées entre elles. 

Les faces telles que ABCDE et abcde , sont dans 
le premier cas, puisqu'elles appartiennent aux pjrràmides 
G ABCDE et gabcde, situées de la même manière 
dans l'un et dans l'autre polyèdre. 

Il en e'st de même des faces ABF, abf, communes 
aux polyèdres et aux tétraèdres GABF et ga bf^ 

La similitude des faces DEFG et defg se rapporte 
au second cas , parce qu'elles sont respectivement for* 
mées des triantes DEG et EFG, de g et efg , ap- 
partenant auxpyramides G ABCDE et GAEF, gabcde 
et gacff dont les deux premières sont semUables aux 
deux dernières. Il en sera de même des faces BFGCet 
i/g-c, composées ides triangles BCG et BFG , bcg et 
bfg, appartenant auxpyramides GABCDE et GABF^ 
gabcde et gabf. 

Un semblable raisonnement prouverait la similitude 
de toutes les faces des polyèdres, en quelque nombre 
qu'elles fussent. 

On s'y prendra de même pour reconnaître l'égalité 
t " ■' ' , ■ I ■ ■■ > — ' ' 

{*) Pour ailier lelecteorà conceroir les pjrakiides conmrises dans 
chacun des polyèdres, >^ai place la prenii«re la lettre qui désigne le 
sommet* les. autres f^nt connaître la basç. 

Géométrie. iS^ édition. il 
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des angles dièdres que cesîaces cômpmment. Les uns 

sont égaux, paroe çtt'ils èont coùimûus aux polyèdres 

et à deux p3a«»A!e8 semblable» : tels sont les angles 

G&EA tet g«fca , faisant partiç des polyèdres et des 

pyramides GA3CDE et gahcde : tek sont encore 

4es angles GEFA et gefa, appartenant aux tétraèdres 

^GJiEFetgaef, \ . , - , 

Les autres angles sont égaux parce qu ils sont formes 

«de là réunion d'un même nombre d>ngles égaux comme 

«ppàrtenant à des pyramides semblables : tels sont les 

^files BFJE et IfaB , exposés reapectiyement des 

^rlusBFJGet.GFAE, bfag etgfae, appartenant 

aux pyramides GABF et GAEF, gabf et gaef. Le 

wêïaie^ raisonnement aurait lieu , quel que fÙt le nombre 

d-anglesdes polyèdres; a pourrait arrivei'quexîes angles 

fassent composés déplus de deux angles des pyramides, 
mais la démonstration ne changerait pas dans ce cas : 
<m remarquera d'ailleurs son analogie avec celle du 
h« 88 , qui se rapporte aux polygones. 

ÎHÉOÏIÈME. 

24^* Lorsque deux jfolyèdres $ont semblables , Us 
peuvent, êttê partagés en un même nomhre de té- 
traèdres semblables et semblablement disposés. 

Démonstration. H es% d'abord éyi^nt que si dans 
les faces semblables des polyèdrçs;i^pposés, on joint 
XëB aïigles homologues par des diagonales , on formera 
sur ces faces un même nombre de triangles semblables 
et aetfablabldment disposés. Choisissant ensuite sur les 
deàK corps deux faces semblables , et preuant dans 
chacune un angle homologue , pour le joindre à tous les 
autres àn^ 4u corps dont il fiait partie , les polyèdres 
proposés seront partagés^ en un même nombre de té- 
tt»àèdt^s écmblabtement disposés^ et dont toutes les bases 
seront semblablfes. 

Ces tétraèdres pourront se diviser en, deux classes: 



I 
i k 

I h 

\ 

i 
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In uns aiffont deiut faces commîmes aVeclespoIyèdrvs, 
et comprenant entré elles des an^es dièdres, égaux 
coîame appartenant aux pol]rèdres ; ils seront donc 
semblables. Dans cette classe sont les tétraèdres 
GCDE et gcde , dont les faces , GDC et GDE^ gdc et 
^ , sont s^nbiables comme triangles bomèlogues des 
faces sembld>ieft DEFG et drfg des polyèdres , et 
oompr^nantles angles dièdres CODE, cgde , qui ap- 
partienneti^ aux polyèdres. 

Les tétraèdres de la seconde classe sont composés de 
£aces homologues des tétraèdres de la première^ et com- 
prenant àes angles formés par la différence d'angles 
égaux de ces tétraèdres, et d'angles égaux des polyèdres. 
De ce nombre sont les tétraèdres GAEC , gaec^ En 
effet, la comparaison des tétraèdres GCDE et gcde , 
dont la similitude a déjà été démontrée , prouve que les 
^angles G£(7etgec so^t semblables ,, et quf les;angles 
dièdres £>CG£ et dcge sont égaux; la comparaison 
des tétraèdres G ABC et gabc , qui ont aussi deux 
faces communes avec les polyèdres , savoir B CG et AB C 
pour le premier , bcg et abc pour le second , prouve la 
similitude des triangles ACG et ocg^ ainsi que l'égalité 
des asiles dièdres BCG A et bcga* Maintenant , si des 
argiles dièdres BCGD et bcgd , égaux , puisqu'ils sont 
fermés par des faces homologues da? polyèdres , on re- 
tranche respectivement les angles DCGE et dcge , 
B€ùA et hcga , dont on a déjà montré l'égalité , les 
angles dièdres restans, ACGE et acge , seront égaux; 
par conséquent les tétraèdres GAEC'et gaec seront 
semblables. De pareUles considérations rendraient évi- 
dente la similitude de tous les tétraèdres qui n'ont pas 
deux faces communes avec les polyèdres. 
' II i^st bon de remarquer la similitude des ^triangles 
ACG et acg , formés par les diagonales des polyèdres , 
parce qu'il en résulte que les sommets des angles po- 
lyèdres,,^, G, C, a , g», c, homologues dans des faces 

11. . 
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semblables» sont semblablement placés, les uns par 
rapport aux autres , dans tous les plans qui les joignent., 
et qui «ont eux-mêmes semblablement placés et égale- 
mept inclinés par rapport aux faces qu'ils rencontrent. 
On en conclut que les sommets dé ces angles sontsem-* 
blablement placés dans, les deux corps, ainsi que par 
irapport aux faces homologues, et sont par conséquent 
homologues dans les corps. Cette démonstration esten-- 
tièrement analogue à celle du n** 89 , relative aux poly- 

^^^ *' THÉORÈMk 

344* T^^^ urétes homohgues des polyèdres semblables 
sont proportionnelles , ainsi • que les diagonales des 
faces homologues , et les diagonales intérieures aux 

polyèdres. . . _ 

Démonstration. En effet, si l'on compare successive* 
ment les faces homologues BCGF et bcgf y et les 
triangles AOC et agc , on'aura -ces deux suites de rap-* 
ports égaux: 

BC : bc :: bf\ bf:: fg :fg :: bg : % :: gc: gc, 
GC : gc :: ACi ac ::ag tag,, 

r * 

qui se lient entre elles par le rapport commun GClgc > 
et que Ton combin^ait de même avec les suites de rap- 
ports égaux. déduits 'de la comparaison des auferes faces 
homologues. 

1245. Remarque. Je n'entrerai dans aucun détail "sur 
la m^use de l'aire des surfaces qui terminent le» 'po<* 
Ijèdres, puisqu'elles se c(miposent de ^gures planes ^ 
que Ton évaluera par les propositions de la II* sec- 
tion «de la -I"^* partie. J'observerai seulement quç. la 
ftomme des aires des parallélogrammes qui enveloppent 
un prisme, sans y comprendre les deux bases ^ est:égale 
au produit de l'une des arêtes ^F, .5 G, C^, etc. de 
Fie. ia8. ce prisme , Jig» ifl8 , par le contour de ia section 
LMKOP , faite par un plati qui leur est. perpendîcii- 



J 
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hûre. En eflbt» il suit du n** 196 que les côtés LM , 
MNy NO, etc. de cette section > sont les hauteurs àes 
paraâélogrammes jfBGF, BCBG, CDIH, etc. , en pre- 
nant pour bases les arêtes JF^ BG.CH, etc. ; on aura 

donc • 

JBGF= 'AF>:^ LM, BCHG = BGxMN, etc. ; 

et comme les arêtes AF ^ BG ^ et&. sont égales entre 
elles j la somme dés aires des parallélogrammes, qui en* 
veloppent le prisme , sera ég^e i Tune d'elles, multi* 
pliée par ZJf +ilfiV+ etc. 

THÉORÈMB. 

946. Les aires des polyèdres sembiables sotU entre 
elles comme les quarrés des arêtes homologues^ 

Démonstration. Chacune des faces du premier pa« 
Ijèdre est à sa correspondante dans le second , comme 
Içquarré de L'un de 8es côtés est au qirarré du c5té 
homologue de l'autre (176); mais ces côtés étant dés 
arêtes homologues des polyèdres , sont y d'un polyèdre 
à l'autre , dans le même rapport (5i44) > leurs quarrés 
formeront donc une suite de rapports ^aux \ et ces 
rapports étant aussi ceux des faces homologues , il en 
faut condure que ces derniers sont égaux entre eux. 
Par conséquent , la sommedes faces du premier polyèdre 
est à la somme des faces du second , comme une quel* 
conque des faces de Tun est à la correspondante de 
lautre , ou comme le quarré d*uue arête du premier 
polyéâre est au quarré de l'arête homologue du second. 
Substituant dans cette proportion , à la place des sommes 
des faces , les aires totales des polyèdres qu'elles for- 
ment, il en résultera que ces aires seront entre elles 
dans le rapport des quarrés des arêtesi homologues. 

DE LA MESURE DES VOLUMES. 

347* L'espace renfermé par la surface d'un polyèdre ; 
ou occupé par ce corps , est généralement désigné sous 
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le nom de volume i*)^ Qttimdion eonn^èn un vase on 
un çprp< creux , on- désigna enoore le Yi^ume par le. 
mot capacité. Parmi des oo^ de formes très diffii^ 
rentes y il s'en, troiaye d'éqtûvalehs en Tobtme; ou en: 
capacité^ coilime il y a des figures planes de formeS' 
diiFérentes et d^aires équivalentes ( 1 59). 

THÉCmÈME. 

248* Deux parallélépipèdes construits sur la même 
hase , et terminés supérieurement par le même 'plçtn 
parallèle à leur base y sont éqmvtdens en volume. 

Démonstration, Il 7 a deux cas à considérer; danst 

FIG. i3i. l'un ^ que représentent les deujc figures i3i , et dont 

je m'occuperai d'abord, lès parallélépipèdes proposés, 

jiG et j4L , sont renfermés l^éralement entre. léa 

mêmes plans, parallèles, uiK et DL. Dans cet état 

de dioses, il'est vi^le que les prismes triangulaires 

AEWHM etBPKCGL sont égaux (û^o); car les 

triangle^ ^£'7 et BFK , qui If ur s^^ryeiït d& bases , ami 

égaux ( 16) , à cause des parallèles j4E et BF, M et 

BK^ et les parallélogrammes AEHD et BFGÇ, AIMD 

ttBKLC 9ont auflfii égaux (a38). Si donc on retranche 

du pojyèdre AL, d'une part le prisme BFKCGL, et 

de l'autre le prisme AEIDHM, les parallélépipèdes 

restaris^ ABCDEFGH tt ABCDIKLM, ou AG et 

^L, seront équivalens. 



C*} Ce mot y compris par toas ceux <pii entendent la langue fran* 
çaise, m*a paru préférable au mot solidité, qui, dans T usage ordi- 
naire , est employé dans une autre acception. Ce n^est que lorsque 
la langue n'ofire pas de mots propres à rendre une idée , qu'il peut 
être permis d'eg, créer de nouveaux , ou de détourner de sa signilS- 
cation quelque mot connu. La multitude des termes techniques étant 
un des plus grands obstacle^ qui s'opposent & la propagation des 
sciences , on ne saurait trop en diminuer le nombre. Puisque tout le 
monde comprend ce que c'est que le volume d'un corps , pourquoi 
le désigner parle mot sotidiié , qui rappelle plutôt Tidée de la résifr- 
twice aux diverses cffuses de destruction ? 
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. Le «ecood oa» «e tvon^e représMité dam Ui B^ 
giirei3s,aùlesdemfaiaUél^pèdeftw^£a>/KZ^ ^^' 

JBCDNORQ t iCoBt de conumm c[ue leur biise 
iil^eure. ABCD, ef le plan ^ contient leurs bfse^, 
sapéiieures IKLM et NOPQ. H se ram^e au précé- 
dent en prolongeant les plans ABIK et DCLMf en 
nlkne ten^ qne ka^ plans. JiDQPf tft BÇPO « pour 
£ann^ ki parallélépipède ABÇDEPOH (n3.9) , qi|î, 
se trowa premttement éfaiyalant an p^u^él^pjbde 
ABCDIKLM^ comme étant renfermé latéraleinent 
«itre les plans paralI^es^A et DL, I^mêmei pairaUélé-. 
^pède ABCDEFGHy considéré comme compri^entre 
W plans parallèles /?P et AQ^ est aus^i éq^uiv^lent 
auparaBélépipède ABCDNOPQ ; les par^U^épy^es 
ABCDIKLMet ABCDNOPÇ, m AL et AP, «Mit 
dcmc éqnivalens eçtre enx. 

94g, CaroHaire. Par le moyen du tliéarème précé- 
dent » on prouve qm tout paratlélép^ède AL dont les 
arêtes ^/> fiK > 1>M, CL, sont incUnées sur sa base, 
est équivalent à un autre, AP, construit sur If mêm^ 
bsse, mais dont les «fféte» AN, £0, CP , DQ, sont 
perpeydii^uliûre» sur cette ba^. 

On pei^t ensuite tranafonner ce 4ernier^jSg, i^5| an FiG. i3^ 
un autre, ABRSNOTV, ou -rfT^ ayant pour base 
le rectangle ABRS, équivalent au p^allélôgranuue 
ABCDy et dont les arêtes soient encore p^tpendicu^ 
lâirea sur sa base ; csa si Ton considère les parallélépi- 
pèdes AP et AT, comme ^yant pouip base conunune le 
pardlélogramme ABON , ils rentreront dans le pre- 
mier cas du numéro précédent. 

n est évident que toutes les faces du parallélépipède 
ATtont des rectangle^ : on le nomme , à cause de ceiit , 
pamllâ^pipé4fi rectangle; et on conclut de ce qui vient 
d'être dit , qaun parallélépipède quelconque peut être 
transforma en wi pa^aUél^pipèd^ r^tangle , ayqafum^ 
hase équi¥alent^ è e^l/û du premier , e^piéme hauteur. 
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La Aai/te{/rd*iin prisme- ou d'un parallélépipède est la 
perpendiculaire menée entre les deux basea* 

N.B. H faut observer ci-dessus, que les bases >/i9C^ 
et ABRS ont nécessairement un côté commun. 

THÉORÈME. , 

aSo. Si Von forme surla base.d'un prisme triangk^ 
lidre^un paràHélogramme y et que l'on élève sur cepa^ 
rallélogramme ; pris pour base , un parallélépipède de 
mêm^e hauteur que le prisme triangulaire, celui-ci sera 
la moitié de Vautre. ^ 

Démonstration. Soitle prismetriangulaire j4BCEFG, 
FlG.iag.^^. 129; si Ton achève sur sa basé le parallélogramme 
ABCD, qu'on élève par le point D la droite DH paral- 
^ lèle aux droites AE, MF , CGy et terminée au plan de 
la base supérieure EFG du prisme proposé , les ^ plans 
AEHD et DHGCy respectivement parallèles aux plans 
} BFGC et AEFB (217) t^mpléteront le parallélépi- 

pède^ et fermeront 9 avec le plan AEGC y .un .second 
prisme triangulaire ADCEHG , dont les parties consti- 
tuantes seront les niêmes que cellesdu prisme ABCEFG. 
En effet , les bases triangulaires sOnt les mêmes , la fac^ 
ACGE est commune , et les autres fades parallélo- 
grammes sont égales , comme opposées dans le paral- 
lélépipède. - On . ne peut cependant pas conclure do 
n^ a4^ /l'égalité de ces prismes , parce que leurs faces 
ne sont pas semblablement disposées. Il n'y a que les 
, angles trièdres tels que H et B , diagonalement opposés 
dans le parallélépipède, qui soient entièrement formés 
d'angles plans égaux. En comparant la position de ceux- 
ci (aa3) on reconnaît que les angles dièdres AÉHG 
et GCBA, DHGE et F BAC, AEGH et EACR^ 
sont égaux. On voit par là que le pristne triangulaire 
ADCEHG est construit au - dessous du plan EHG, sur 
les mêmes parties qui constituent le prîsnfe ABCEFD , 
an-dessiis'de^i?C^ et que par coaséquent ces deux 
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polyèdres, compris dans la classe deceux qui ne peu- 
vent coïncider (aa5), doivent renfermer le même es- 
pace : le yblmne de chacmi d'eux sera donc la moiué 
de celui du parallélépipède qu'ils composent (*). 

25 1 . Corollaire. H suit de là que deux prismes trian- 
gulaires de même base et de même hauteur sont équi- 
valcns, comme moitiés de parallélépipèdes équivalens. 

THÉORÈME: 

a5a. Si Voncoupe un tétraèdre par des plans parallèles 
à sa base et équidistans , on pourra former, à chaque 
tranche , un prisme extérieur et un prisme intérieur , 
de manière que la somme des premiers approche aw-* 
tant quon voudra de celle des seconds ^ et par consé- 
quent aussi du tétraèdre^ 

Démonstration. Soient ABCyfig. i35 , la base du té- FIG i35. 
traèdrc proposé , et FGH, LMN, QRT, les plans cou- 

{*) Si Ton ne regarde |>as cette ëgalité comme évidente , on la 
proaTera ainsi qn'il auit. Par les cztrëmites j4, E, d'une arête du pa- 
rallélcpipède BH^fig. i34, on mènera des plans perpendiculaires à FIG- iS}. 
cette ari§te, et on formera ainsi le parallélépipède NE , dont les arêtes 
sont perpendiculaires sur la hMtAMNO, et de plus équivalent an 
parallélépipède BH^ puisqu'ils ont même hauteur , que leurs bases 
AOLE eiADHEwmi équivalentes, et qu'elles ont un côcc commun 
{a49). Mais le plan DJ^JSf/T partage le parallélépipède NE en deux 
prismes triangulaires droits ^OM££/, MNOIKL, évidemment 
égaux j car leurs faces sont égales, semhlablcraent disposées, et 
leurs angles dièdres cbrrespondans sout égaux ; chacun de ces prismes 
est donc la moitié du parallélépipède NE , et par conséquent celle du 
parallélépipède BH. Cela.posé, il est facile de voir que les pyramides 
quadrangulaires ^3f0I>O tlEIFUL , sont égales comme ayant , 
chacune à chacune, toutes leurs faces égales, semblablemeut dis- 
posées et leurs ^angles dièdres corrcspondans égaux, et que si on 
les retranche alteiHativement du corps ÂMOEFU , les restes seron t 
les deux prismes triangulaires AQMEU, ABDEFH : ces denx 
prismes sont donc équivalens $ or le premier étant la moitié du paral- 
lélépipède BH, il en sera de même du second. 

Cette démonstration m'a été communiquée en i8o3, par M. Four- 
nier jeune ; mais 'M.' Ampère, alors professeur à l'Ecole centrale <hî 
Lyon, en avait à^<k trouvé , de son côté, le principe. 
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pans ; on mènera , par les poii^ A^tB^F et G, L et M^ 
Ç et A, les droites AD et BE, /a et Kb , Of^tPg^ 
VI et Fm y parallâes à Tarête CS ^ çt ' teri^inéee^ 
aux plans conpans supérieurs. A la première tranche 
ABCFGU , le prisme extérieur ^wa ABCDEH , et 
le prisme intérieur abCFGH, Pour alnréger, jç dési^ 
gnerai l'un par AH et l'autre par off. A U sçcoad^ 
tranche FGHLMN , le prismQ extérieur sera FN et 
l'intérieur /"iV , et ainsi de suite jusqu'à la dernière 
tranche 5 Ç/îr qui n'aura point de prisme intérieur ^ 
mais un prisme extérieur QS. 

Tous ces prismes ont pour hauteur commune 
l'épaisseur des tranches ; et le prisme intérieur de 
chaque tranche étant compris entre les mêmes paral«- 
lôles que le prisme extérieur de la tranche au-dessus ,; 
est égal à ce dernier (a^o) ; en sorte que 

aH—FN , fN — LT^ ltt=:QS, 
et par conséquent 

aa+fN+lT=FN-^LT+QS, 

somme qui comprend touslesprismes extérieurs, excepté 
le premier > AH: celui-ci est donc l'excès de la somme 
des prismes extérieurs sur celle des prismes intérieurs. 

Je n*ai considéré que qua^e. tranches, mais on en 
peut faire autant qu'on voudra ; et plus le nombre en 
sera grand , plus leur épaisseur, ou celle du prisme AH^ 
diminuera. II pourra par conséquent être rendu moindre 
qu'un prisme donné, quelque petit que soit celui-ci ; il 
en sera donc ainsi de la différence entre la somme des 
prismes extérieurs et celle des prismes intérieurs. Mais 
le tétraèdre S ABC étant plus petit que la première 
somme et plus grand que la seconde, sa différence avec 
lune quelconque des deux, sera encore moindre que 
leur différence propre ; on pourra donc faire en sorte 
que l'une et l'autre $omme approchant autant que Vaix 
voudra du volume de ce tétraèdre. 
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THÉORÈBIE. 

s53. Deux tétraèdres de même hase et de même 
hauteur, sont équivalens. 

Démonstration, Si l'on conçoit que sur chaque té- 
traèdre S ABC y SJ!ffC, on ait construit une suite de 
prismes extérieurs correspoùdansy ces prismes^ compris 
entre des ^lana parallèles ^ ont nécessairement même 
hauteur; les sections qui leur servent de base étant res- 
pectivement à même distance du sommet, ainsi que lea 
triangles égaux ABC , jfB'C, bases des tétraèdres ^ 
sont égalés chacune à chacune (a56) : les prismes exté- 
rieurs correspondans sont donc équivalens; par consé- 
quent la somme des prismes extérieurs d'un tétraèdre ett 
égale à celle des prismes extérieurs de l'autre. Si donc 
fttf désignent ces deux sonmies, on aura 

/^=fou^ = i; 

mais eoimne on peat rendre aussi petite qu'on le voudra 
la différence entre chacune de ces sommes et le tétraèdre 
auquel elle appartient, on parviendra à prouver que la 

différence entre les rapports et ^ ^ ^^ , est moindre 

qa^^ucnne grandeur donnée ; et par là celle du rapport 

S A B C 

mvariaUe ^lAioiAt ^t de l'unité l'étant aussi, il en résulta 

que: ^g^ff^ =1 (»53), outaifiSABCz^A^B'C (*). 



(*} On dëmontreraic immédiatement qu'il y aurait 'absurdité à 
supposer «n dep tétraèdres pins grand ^e Tantre ; il sniBrait ponr 
cela de considérer des prismes extérieurs tda , que 1« diSéreneo 
entre cens qui seraient formés sur le tétraèdre supposé le plus 
petit et ce tétraèdre, fût moindre que la difiPérence des deux té- 
traèdres; car il en résulterait que la somme des prismes extérieurs 
«orrespottdâns , fomés sur le tétraèdre qu'on' regarde comme le 
plus grand , serait moindre q^ic ce téiraèdi-e. 



1 
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THÉORÈME. 

• • * 

ii54' ^^ tétraèdre est équivalent au tiers du prisme^ 
triangulaire de même base et de même hauteur. 

Démonstration. Si par les points Jt et C de la base 
FIG i36. JBC du tétraèdre EABC^ Jig. i36 , on mène les 
droites AD^ CF, parallèles àFaréte BE^ et par le 
point E un plan parallèle k ABC^ on formera (2S7) 
un prisme triangulaire ABCDEF- Si maintenant on 
fait passer par les sommets A , E, C , des angles 
trièdres de ce prisme^ un plan^ il en séparera d*abord 
le tétraèdre proposé EABÇ, dont la hauteur et la 
base seront les mêmes que celles du prisme; il restera 
ensuite une pyramide quadrangulaire EACFD, repré- 
sentée à part ex^E'A!CF'iy^ dont le sommet sera en E^ 
et qui aura pour base la face postérieure ACFD du 
prisme. Si par les points D^EyC, on fait passer un 
nouveau plan, il partagera cette p3rramide en deux 
tétraèdres, EACD^ECFD^ représentés à part en 
E^A'Cir, ErCrF'Lf', leurs hauteurs seront égales , 
puisqu'ils ont leur soipmet au même point E et leurs 
bases sur un même plan. Ces bases seront aussi égales , 
comme étant les moitiés du parallélogramme ACFD ; 
les tétraèdres EACD , ECFD , seront donc équivalons 
( n** précédent) ; mais le second pouvant être considéré 
comme ayant pour base le triangle DEFy égal au trian- 
gle ABCf et son sommet au point C, aura même base 
et même hauteur que le prisme , et sera en conséquence 
équivalent au premier tétraèdre EABC : donc les té- 
traèdres EABCy EACD, ECFD, seront équivalens; 
donc chacun sera équivalent au tiers du prisme tnah- 
gulaire qu'ils composent. 

THÉORÈME. 

2255. Les parallélépipèdes rectangles de même base » 
sont entre eux comme leurs hauteurs. 
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Démonstration. Soient les parallélépipèdes rectangles 
J6 et /P, Jig. 137, dont les bases jiC et IL sont des FIG* 137. 
rectangles égaux. 1 ® . Si les hauteurs AE et IN, sont corn- 
mehsurablés , qu'on lés diyise en parties Aa et li, égales 
à leur commune mesure > et que^ par les points a et 
f , oti mène des plans parallèleç à AC et à /L» on for- 
mera des parallélépipèdes ^c et//, égaux entre eux(â4o); 
mais le itombre de ces parallélépipèdes étant dans A G le 
même que celui des parties égales contenues dans AE, 
et dans IP le même que celui des parties égales conte-< 
nues dans IN^ on aura évidemment 

AG:rP::AEiJN, 

conformément i renoncé. 

s**. Lorsque les hauteurs AE et IN ne sont pas com- 
mensurables , le tour de démonstration employé daàs le 
numéro 1 66 , prouve de même que le rapport du paral- 
lélépipède ^Ganp^allélépipède IP ne peut être ni plus 
grand / ni plus petit que celui de AE i IN. En effet , si 
Ton -suppose la p^opbrtion 

AG : IP :: ae : m, et//i>/iv, 

on portera sur IN des parties aliquotes de AE, plus pe- 
tites que NR ; et parle point de division n, tombant entre 
NetR, on mènera un plan parallèle klL, pour former 
le ptfalléiépipède Ip, à Tégard duquel on aura 

AG : ip :: AEiim 

de cette proportion et delà précédente; on tirera x 

iP:ipi:iR:in, 

résultat absurde , puisipie /P< Ip et IR > In. 
On né saiorait fidre non plus 

AG IIP:: AE : /«' et /fl'</iV; 

car pour un point de division n\ placé entre R! et N, 

on aurait 

AG\Ipf y.AE\In\ 
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troisième puissance de jiSymals il est visible que >'daiia 
ce cas , les six faces du paraÛ^épipède rectangle ^G 
deviennent des quarrés égaux : on lui donne alors le 
nom de cube, et de là vient qu*oi^ appelle cuÂe la troi- 
sième puissance d*un nombre. 

269. a^ Corollaire, Puisqu'un parallélépipède quel* 
conque peut toujours être transformé en un parallélé- 
pipède rectangle de même hauteur, et construit sur une 
base équivalente (249) > il s'ensuit que le volume d'un 
parallélépipède quelconque a pour mesure le produit 
de sa base par sa hauteur ; et que par conséquent deux 
parallélépipèdes de même hauteur et de bases seulement 
équivalentes , comprennent le même volume. 
360. 3® Corollaire, Le volume du prisme triangulaire 
FIG. i2(). ABCEFG^ fig. 129, étant équivalent à la moitié de 
celui du parallélépipède ABCDEFGH (â5o)> aura pour 
mesure , d'après ce qui précède , la moitié du produit 
de la base de ce parallélépipède par sa hauteur ; mais le 
triangle ABC y qui forme la base du prisme ^ n'étant que 
la moitié de celle du parallélépipède , il est évident que 
le volume d'un prisme triangulaire aura pour mesure le 
produit de sa base par sa hauteur. 

Le volume d'un prisme qui a une base quelconque 
t'IC. liS, ABCDE,Jlfr. is8, s'exprime delà même manière; 
car si on partage le polygone ABCDE en triangles , par 
des diagonales AC^ AD ^ et que , par ces diagonales et 
pat les arêtes parallèles qui leur sont contiguës , A F et 
CHfAF et DI, on mène des plans, on partagera le 
prisme AI en trois prismes triangulaires de même hau- 
teur, et dont les bases seront ABC, ACD, ADE : en 
désignant par H la hauteur commune de ces jprismes, ou 
la distance perpendiculaire des plans qui contiennent 
leurs' bases inférieures et leurs bases supérieures^ les 
mesures de leurs volumes respectifs seront 



ABCx^H, ACDX^H, ÂÏÏBXUy 
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U^x iomme ÇABC^ACD+ADE) HzzzABCDExH 
éoïukexa le Tolunue du f^risaia total ^/. 

On conclut de là , que les volumes de--dtux pmmea 
(pielconquea eont entre eux comme les produits de 
leur base par leur hauteur, et que par Conséquent ik 
sont entre eux comme leurs kauteurS) Içraqu'ila ont 
da$ bases équiralentes, ou comme leurs bases loraqu'ila 
eot même hauteur , ou enfin que ces prismes sont éqùi- 
valens^ lorsqu'ils ont à la £>is même hauteur et de$ bases 
équivalenles , et cela» quelles ^ue soient les figjuref dli 
eesbasea. j 

261 . 4^ 'Corollaire. Le yolnme d^un tétraèdre a pour 
mesure le tiers du produit de sa base par sa hauteur , 
puisque ce yoluihe est le tiers de cekd du prisme, 
qui est mesuré par le ptoduit de sa base pat sa hau!« 
teûr («254). 

262. 5^ Corollaire, Les mêmes mesures conviennent 
aux pyramides quelconques; car si l'on' partage en 
biangles la base ABCDE de la pjrramîde quelconque 
SABCDEyfig. 127, et que l'on mène des plans par le FIC ta?. 
sommet et par chacune des diagonales ACy AD , cette 
pyramide se trouvera partagée en trois tétraèdres de 

même hauteur, et' dont les bases seront respectivement 
ABC y ACDy ADE : le volume de chacun de ces té- 
traèdres étant mesuré pair le tiers du produit de sa 
base par sa hauteur^ la somme des volume^ de tous 
trois, ou celui de la pyramide proposée, sera évidem- 
ment égal au tiers du produit de la somme de leurs bases 
par la hauteur commune , c'est-à-dire au tiers du pro* 
^uit de la ba^e de la pyramide proposée par sa hauteur* 
U résulte de là que deux pyramides quelconques son^ 
entfe elles comme les produits de leur base par leur 
hauteur, et seulement comme leurs bases si les hauteuri 
sont les mêmes, ou comme leurs hauteurs si les bases 
ipnt équivalentes, ou enfin que cespyramidc^sont équi- 
Géométrie, i3* édition « 12 
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valentesj lorsqu'elles ont à la fois même hauteur et dèâ 
baeea équivalentes , quelles . que soient d'ailleurs les 
figures de ces bases. . ^ 

'qBS. Remarques. FmaqvL on peut trouver la hauteur de 
la jpjrraînide dont un tronc donné , à bases parallèles^ fait 
partie (pS/f); il est évident qu'on aura le yolume de ce 
tronc en calculant séparément le volume de la pyra-*- 
mide entière ^ celui de la pyramide retranchée ^ et pre— 
nant la différence des deux résultats. 
* On voit encore qu'un polyèdre quelconque pouvant 
toujours être partagé en pyramides (a4i)j Tévalu^tion 
de son volume s'opérera en calculant séparément, d'après 
ce qui précède , celui de chacune xles pyramides qu'il 
contient, et prenant la somme des résultats : je ne 
m'arrêterai donc pas sur ce sujet. 

Cependant il est une espèce de polyèdres à la- 
quelle on peut ramener toutes les autres, et que, pour 
cette raison , il est bon de connaître : c'est le prisme 
triangulaire tronqué , qui ne diffère du prisme triangu- 
laire ordinaire que parce que le plan opposé à sa base 
n'est point parallèle à cette bas^ , et que par consé-^ 
/ quent ses faces sont des trapèzes au lieu d'être des pa- 
FIG. i4o. rallélogrammes. ABCDEF^Jig. i^o^ est un prisme 
triangulaûre tronqué. 

THÉORÈME. 

2S4* Vn prisme triangulaire tronqué est toujours 
éqmsf aient à trois tétraèdres de même base , et ayant 
leurs sommets respectifs placés à chacun des angles 
du triangle opposé à cette base. 

Démonstration. En faisant passer un -plan par le^ 
trois points A y C, E^ on détacherait d'abord du prisme 
JBCDEF, le tétraèdre EABC, dont la base est U 
triangle ABC\ base du prisme, et dont le sommet ^^ 
placé à l'angle E du triangle DEF opposé à cette 
base. Il resterait ensuite la pyramide quadrangulaire 
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EACFD^ qui se diviserait en deux tétraèdres EACD , 
ECFDy en menant par la diagonale DCet par le point Ey 
le plan DEC. Ces tétraèdres ne sont pas ceux qui sont 
désignés dans Ténoncé; mais en rétablissant le prisme 
dans son entier^ on prouve facilement qu'ils sont équi* 
valens à ces derniers. 

En effetj si on mène dans la face ASED la dia- 
gonale BD, et que l'on conçoive le p]an BDC^ on aura 
le tétraèdre BACD ^ construit sur la base ACD du .té- 
traèdre EACD , et de même hauteur , puisque les som- 
mets BetEie l'un etde l'autre sont sur une même droite 
BEy parallèle au plan de leur base.; mais on peut aus» 
considérer le tétraèdbre ^u^CD comme ayant^on sommet 
au point Z>, et pour base le triangle ABC : ainsi ce 
tétraèdre est tel que l'exige l'énoncé. 

Pour trouver le tétraèdre équivalent à ECFD , il faut 
tirer les diagonales AF et BF y dans les faces ACFD 
tïBCFE'y en concevant alors le plan AFB\ on a le 
tétraèdre BACF ^ dont la base ACFe^t équivalente à 
la base CFD du tétraèdre ECFD ., .puisque ces deux 
triangles T)nt même base CF, et sont' compris entre les 
parallèles AD et CF; de plus, les tétraèdres ayant 
leurs sommets sur la même droite BE , parallèle au plan 
de leur base , ont par conséquent la même' hauteur : 
ils sont donc équivalent. Le tétraèdre BACF, consi- 
déré comme ayant son sommet placé en F, et pour 
base le triangle APCy sera le troisième tétraèdre désigné 
dans l'énoncé. ^ 

265. Corollaire, Il suit du théorème précédent^ quQ 
le volume d'un prisme triangulaire tronqué a pour me- 
sure le produit de sa base par le tiers de la somme des 
trois perpendiculaires abaissées sur cette base^ de chacun 
des angles de la base supérieure , puisque ces perpendi- 
culaires sont les hauteurs respectives des tétraèdres , à 
la somme desquels le prisme est équivalent, et qui ont 
tous pour base celle du prisme. 

12.. 
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; 266. Deux polyèdres semhlàbies sont entre eux 
comme les cubes de leurs arêtes homolo^es. 

Démonstration, 1**. Si les polyèdres proposés sont les 
riG. lîi^ pyramides SABCDE, S'FGBIK,fsg. 127^ on aura 
porlen^aSS'/ 

JBCDÊ : mHiK :: 5P*: i^çl 

multipliant cette proportion par la proportion évidente 

iSPi^s^Q :: SP: sfQ, 

ilyiendra 

JbcdéxiW: WïïlKxiTQ :: spyFQ. 

Les denx premiers termes de cette proportioà, qui 
èxprikietit les volumee des pyramidies proposées , 
montrent que ces volumes sont entre eux comxne leé 
eiibes de leurs hauteurs ; mais la «militude des pyra^ 
mides donne aussi 

SPis'Q :: SA : s'Fi: ab : fg (233) , 

d'oiU'oii tire 

'SP : ^' llSAlJF^lÂBlFâ', 
et par conséqueut 

sabcde : S'FGHiK t; sa'i ^\: ab\ fg\ 

c'est-à-dire que les pyramides semblables sont entré 
-elles comme les cubes de leurs arêtes homologues, soit 
ifue ces arêtes partent du sommet , soit quelles se 
trouvent sur la base (*). 



(*)Eii unitam la construction et le raisonnemeat dn n^ 177, il 
serait facile de ^rovcfetqvie les volumes de deux tétraèdres gui ont 
WiangU trièdre commun^ st^nt entre eux comme ieg produits éeë 
arêtes qui^ dans chacun , comprennent cetunffU* 
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a^ Lorsqu'il «*agit de deux polyèdres quelconques, on 
peut les oonceyoîr partagés en un mên&e nombre de py-* 
ramides'semhlaMe^ et seiid)lable^ent disposées (a^^. 
Chacune despjrranûdes du premier polyèdre sera à celle 
qui lui correspond daj)S le second , comme le cube de 
Tune de ses arêtes e^ au cube de Tarête homologue ds 
l'autre pyranade; mais ces arêtes , qui sont nécessai- 
rement ou les arrêtes mêmes des polyèdres proposés, ou 
les diagonales de leurs faces , ou enfin les diagonales 
qui joÂgaent intérieurement les sonuuets de leurs aû^e^ 
potyèdres, sont, d'un polyèdre à l'autre j^ dans le même 
rapport Q244) \ ^^^^^ c^es fionueront par conséquent 
nue suite de rapports égaux ,^et ces rapports étant aussi 
éjauxi ceux des pyramides ^ il en faut conclure que 
ces demiors'sont éga^x entre eux : par conséquent la 
comme des pjnramides du premier polyèdre est à la 
somme des pyramides du seôond,^ comme une quelconque 
detf^iraiibidesde l'un est à la correspondante de l'autre, 
ou cbmln^ le cube de l'une quelconque des arêtes du 
premier polyèdre est a^ cube de l'arête homologue du 
second. Substituant dans cette proportion , à la place 
des sommes des piyramides , ks.polyèdres qu'elles com- 
posent, il en résultera que ces corps sont entre eux 
dans te rapport des cybes de leui> ai;êtes homologues. 



l8a £ L É M £ N s 



tm 



DEUXIEME PARTIE. 
SECTION IL 

DES CORPS RONDS. 

^Sy.'L^ES corps ronds sont ceia qu'on prodnit en firf« 
.. sant tourner une fignre plane autour d'une ligne droite. 
Je ne m'occuperai spécialement ici que du^ cône droite 
du cylindre droit et de la sphère. 

Le cône droit s^'eogendre en faisant tourner un triangfe 

l'IG. »4«- rectangle 5:^C,^^. i^i, autour de l'un des cètés $C 

,de Tangle droit ; Thypoténuee SA décrit dans ce mou- 

Tement ht surface conique^ droite qui enveloppe k 

corps. 

Un point quelconque jf de cette droite décrit une 
circonffeence dfe cercle dcmt le centre est sur la droite 
4JC, autour de laquelle tourne le triangfe SAC y et que, 
pour cette raison, on nomme Paxe du eône-; car si on 
conçoit la droite A'^C^ tirée dans te triangle générateur, 
perpendiculairement à. cet axe, et tournant avec lui , 
elle décrira un plan perpendiculaire à Taxe SC (198), 
et sera évidemment le rayon du cercle Al/ff\ ■ . , 

n suit de là que la surface conique coupée par 
un plan perpendiculaire à son axe ^ donne une circon- 
férence-de cercTe ; et il est visible qu un plan mené par son 
sommet, la coupe en général suivant deux lignes droites. 

Le cercle ADB décrit par le côté AC du triangle 
générateur, et qui ferme le cône, est la base^ tandiis 
que le point S est le sommet ; et cette base est perpen» 
diculaire à Taxe SC (*). 

(^) On donne lenomdecd/ze droit à celui que je décris ici, pouv 

le distinguer da càu& oblique à base circulaire y qui «.'cngendi)» 

/ 
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Les triangles semblables SAC et SjfC^ donnant 

font Yoir que les rayons des cercles ADB etjfl/B' sont 
proportionnels à la distance de leur ptan , aH sonuneè 
dû cône; mais les circonférences des cercles étant eatie 
elles comme leurs rayons ( i54) > et leurs aires suiTant 
le rapport des quarrés de ces rayons ( 188) , on aura 
encore 

t^.ADB:i^c.A'I/B':.AC:A'C::SC:SC::SA:SA', 

9keADB:akejfD'B'r.AV:A'C^::Sc\SC\î^ 

propriétés qui reviennent à celles qui ont été démontrées 
pour les pyramides dans les n?* a33 et a35. 

a68. Remarque. Lorsqu'on a les dimensions d*un tronc 
de cône à hases parallèle» BDAEff UjË E ^fi^, i44> FIG. i4i 
on calcule par un procédé analogue a celui du^n*' â34» 
la hauteur du cône entier. En effet les triangles A$0 
et ^5<y, étant semblables^ donnent 

AO\AC/\\SO\S(y^ 

d'où Ton tire 

Ao—A!(y\sO'^s(y\\AO\so, 

ce qoi revient à 

Ao^Afcy : ocy ::ao:so, 

proportion dans laquelle lea trois premiers termes sont 
dûonés^ et qui fera connutre la hauteur du cône entier. 

THÉORÈME. 

269. Si l*on construit des polygones réguliers, in- 
scrits et circonscrits à la base du cône , et que Von 

€tt faisant toomeff aotour d*an point «f,^.!^. 143, une droite SA^ KIG. i4«. 
asrajettie à toucher continnellemeitt h circonf^nce d'un cercle 
ADR y Bituë dans un plan qui ne passe pas par le point «f . La droite 
SCf q[ue Ton nomme epcore M axe du c6ne, nVst plus perpendiculaire 
an ptan de la base ADB* 
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joigne tés angles de' ces pâlygoiiès ai^ec lé sommet 
^u cône , )cés U^rtés idélerminefonC dès pyramides dites 
yéguUèteeV parte ïfj^- toutes leurs faces triangulaires 
^ront égaler ; e!^ parmi ces pyramides , an pourra tou- 
jgi^rê fin droui^r deux, Curie inscrite et Vautre ^reon-^ 
scrite , telles, que Ul différence de ieui^ air0frsoit 
mmndre ^qyftme grandeur dànnée, quelque petite que 
Soit cette grandeur. . ■>.. 

FIG. 143. Démonspraiùonfi Soitabcdef;J»g^ ^4^i l^i poiygW*^ 
msorit dans la base du cône ; en tirant les droites aS . 
bS , cS y etc. , et joignant ces droites par des plans, on 
aura la pyraimde St£bcdef. L'àire de cette pyramide , 
sans j conpprendre sa base abc<kf, est composée dés 
iriangles ùSb , bSc , cSi, etc. égaux entre eu*, piiis- 
qtt'ils ô©nt formés par les eôtés du polygone àbcdéf\'' 
qjBLe Y on 'supposé régiiKer , et p-âr les obliques Sa , 5ft" 
~5c, etc. <|«i s'écartent égakm:ént de la perpendicu- 
laire SO, L'aire de Tun de ces triangles, die aSb/^ai 

exemple, a pour mesure 5- ii X •%, Sg étant perpen^. 
diculaire sur ab ; leur somme aura pour mesuré 

I i\^ X û6 X «Sg- , en désignant par i\^ le nombre des côtéa 

du polygone abcdef\ et comme iV X ai 6ét évidèni-J. 
ment le contour, de ce pplygone , on; en conclura que 
Vaire de là pyramide régulière , lorsqu'on n'y com-r 
prend point sa base, a pour mesure la moitié du pro-^ 
duit du contour de cette base , par ta perpenSculaire^ 
abaissée du sommet sur Vun.de ses côtés. 

Dans la pyramide circonscrite , dont je- n'ai r&r 
présenté qu'une seule face , ASB , pour ne, pas ttojj^ 
compliquer la figure, les faces sont toutes égales entre 
ejles comme dans la pyramide inscrite , p^ce que len 
j^êtes S^ I SB , sont io^ours des obIiqu«a qui s'écar^ 
tant égdement de la perpendîculuire SO. Le milieu dv, 
côté jêB^ du polygone circonscrit étant précisémeiiil; 
Ite point de son contact avec la circonférence d^ ççi;- 
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c)« aGbf^'hi perpenddidaire SG, abai»à^dtt point S, 
iur ji3, M confond s?èc le côté du côR. L'aire dii 

triangle jiSB a pour expression 5 -«^^ X «S^ > et par 
conséquent celle dé la p3rramîde entière , i l'exception 

_ • • • 

de sa baie, sera ^ N >: A Bx^S G. > 

Cebt posé y si Ycta désigne par p et P les aires de la 
pyramide inscrite et de la pyramide circonscrite , et 
fax p' et P' les contours de leurs bases, on aura 

p=fp' x"%, P^iP'xSG, 

d*ott Ton oouclura 

P—pz=ziP'^SG—ip'KSg. 

Mais il résulte de la nature des polygones régalien 
inscrits et circonscrits au cercle ( iSi ) , 4iue les con- 
tours de ces polygones approchent sans cesse de l'égalité 
i mesure que Ton multiplie leurs côtés; et il est 
visible que , dans les mêmes circonstances , la dif^ 
férence eii^tre les droites SG et 5g peut devenir aussi pe- 
tite qu'oni^udra : lesproduitsf P' X 5G et |p'X 5^ ap- 
procheront donc aussi sans cessé de l'égalité , et la diffé- 
rsjKe des aires de la pyramide inscrite et de la pyramide 
circonscrite pourra par conséquent devenir moindre que 
telle grandeur donnée qu'on voudra. 

â/o. Corollaire. Il est évident que plus on multiplie 
les côtés des polygones inscrits et circonscrits , plus les 
pyramides inscrites et circonscrites approchent de se 
confondre avecle cône, etplus en même temps Tairede 
la pjrranûde inscrite augmente , tandis que celle de la 
pyranûde circonsoite diminue. En effet , le contour du 
polygone inscrit augmente toujours, ahisi que la droite 
Sg , qui , en s*approchant de la surface conique , s'éloigne 
sans cesse de la perpendiculaire SO , tandis que le 
contour du polygone circonscrit dinttiue sans cesse 
CA l'approchant du cercle , et que la droite SG cou,--* 
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serve la mâme grandeur. II suit évidemment de là qoe^ 
pour rétefflue. Faire du cône est toujours compritie 
entre celles de la pyramide inscrite et de la, pyramide 
circonscrite; mais comme par le théorème précédent, 
on peut rendre la différence. de ces dernières moindre 
qu'une grandeur donnée , quelque petite qu'elle soit, on 
pourra toujours , à plus forte raison , rendre la dif- 
'férence entre Taire du côùe et celle de la pjrramide 
inscrite ou de la pyramide circonscrite , ausdi petite 

qu'on le voudra. 

THÉORÈME. 

271 . L'aire (Tun cône droit a pour mesure la moitié 
du produit de la circonférence du cercle qui lui sert 
de base par son côté] ou \ eR> en nommant la pre" 
miére C et le second R, 

Démonstration. Si P représente actuellement le pé- 
rimètre du polygone circonscrit , Taire de la pyramide 
circonscrite sera exprimée par | PjR (26g)., puisque R 
est Ta même chose que SG ; et désignant par X la vraie 
mesure de Taire du cône , les trois quantités ^ P/î , \ CR 
et useront dans le cas du n^ 1 86 , puisque la première, 
toujours plus grande que les deux autres , en vertu du 
n** 270 , et à cause que P > C , peut en approcher d'aussi 
près qu'on voudra : on aura donc 

X=\CR{^y 

THÉORÈME. 

272. L'aire de la portion qui reste de la surface co- 
nique , après quon en a retranché une partie S A'D'B', 
par un plan parallèle à la base , ou faire du cône 

{*) Ce théorème se diemoBtreoait immédiateriieiit par un raison- 
ncmeni analogue à eelui de )a note du n° 187 , en substituant des 
pyramides aux polygones employés .dans la note citée. Le lecteur 
. trouvera aisément de quelle manière il faudrait modifier ce raison- 
nement poiu rappliquer aux propositions des numéros 275, 980, 
983 , 397 et 3o4 , qui complètent la mesniie de Paice et du vohiinc 
des corps rond«< ' 
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tromiué ADBEA'P'B']$^ fig. i44, a pour mesure la ViG, i44« 
moitié du produit de la somme des circonférences de 
ses deux bases ADB et À'D'B', par son côté AA\ 

Démonstration, Si Ton élève par le point >^y perpen- 
diculairement à 5^/^, la droite AC, égale en longueur à 
la circonférence ADBE » et que l'on tire $C^ l'aire du 

triangle rectangle SAC^ ayantpour mesure \ AC X SA, 
est équivalente à Taire du cône S ADBE (n^ précéd.). 
Tirant ensuite la droite jf C parallèle kAC^ les triangles 
SAC et SA!C ^ semblables entre eux ^ donneront 

AC\ÀC \\SA\SA\ 
mais on a aussi 

•• cârconf . ADBE\ circonf . AUttE! \\SA\ SA (067) : 

le rapport SA \ SA y commun entre ces deux propor- 
tions^ conduit à la suivante : 

cîreonf, ADBE ! circonf. AVB'E: \\AC\AC \ 

% 

tt puisque AC= circonf. ADBE , par construction , il 
ça résulte 

AC = circonf. AD^ÏÏE. 

Il suit de là que Taire du triangle SAC , égale à 

\ AC^ SlTy sera équivalente à celle du cône retran- 
ché SADfBfE! : Taire du trapèze ACCA sera donc 
écpiiyalente à celle du tronc de cône ADBEA D^ Bf E! \ 
et comme la droite A A est perpendiculaire aux droites 
AC et AC y la mesure du trapèze ACCA sera 

\AA{^AC^AC){x^h), 

ou \ A A (cire. ADBE +>irc. A&B'ET), 

connue le porte Ténoncé. 

Puisqu'on peut prendre, au lieu de | ÇAC-^AC), 
la droite A" C'y menée parallèlement à AC, par le milieu 
de A A' (175) , il s'ensuit que Ton peut aussi substituer 
à I (cire. ADBE + cire. AD'B'E! ) , la circonférence 
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A"iyB''Ef de la section faite daais le tronc de cj^ne , à 
égale distance des deux bases, et parallèlement à leurs 
planfry car on aiura cette suite de rapports égaux: 

AC\A'C'\\SA\Sjt 

: ; ciré. ADBK \ cire. A'D^B^E', 

d'après laquelle , l'égalité de cire. ADBE et de AC en- 
traîne celle de cire . A"iyB"Ef et dé, A'^C. 

On conclura de là que Taire convexe du tronc de 

cône a pour mesure -^rf^'X cire. -^^'D''^'^*, ou le pro- 
duit de son côté par la circonférence de la section faite 
à égale distance des bases, 

N^B, £n substituait le sommet à la base supérieure^ 
cette mesure devient celle de Taire du cône entier. 

THÉORÈME. 

a73» En muttiplianl. suffisamment les côtés du po- 
lygone inscrit , on pourra toujours former deuv py^a- 
inides, Tune inscrite, et P autre circonscrite, telles, 
. que la différence de leurs volumes soit moindre qu'une 
grandeur donnée , quelque petite que soit cette gran- 
deur. 

Démonstration. En effet, la pyramide inscrite et la 

FIG. i43. pyramide circonçcrite ayant même hauteur 50,^g. i^S, 

en nommant p et P les volumes de ces pyramides, p' et 

JP' les aires des polygones abcdef, A^BCDEF , qui 

leur servent de bases , on aura 

p = |p'X5Ô; P=|/rx5â, 
ce qiii donnera 

et comme on peut amener à tel degré de petitesse qu'on 
voudra la différence P* — p' entre Taire du polygone 
inscrit et celle du polygone circonscrit (i84J> on rendra 
^nc làoindre que telle grandeur domiée qu'on voudra a 
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la différence P -^p /entre le volume de l4 pyramide 
inscrite et o^lui de la pyra^lide circonecrite. 

ay4' Corollaire. Le volume du cône étant viable- 
ineht intermédiaire entre celui de la pyramide inscrite 
et celui de la pyramide circonscrite ^ il suit du théorème 
précédent, que Ton peut toujours assigner une pyramide 
inscrite et une pyramide circonscrite, qui en diffèrent 
aussi peu qu*on voudra. 

THÉORÈME. . 

Q75. Le volume Jtun cône a pour mesure le iiers 
du produit de Voire de sa base par sa hauieur, ou 
\ CH , en représentant par C la première, et par H la 
seconde. 

Démonstration. Soit P Taire du polygone servant 
de base à la pyiramide circonscrite , dont le volume aura 
alon pour mesure ^ PH, et X la vraie mesmre du volume 
du cône ; les trois quantités f PH, \ CH, et X seront 
encore dans le cas du numéro 186 > puisque P surpasse 
toujours Cy et que, d'après le nnméro précédent, la pre- 
imère quantité , 4- PM, toujours plus grande que les deux 
antres , peut en approcher cependant d'aussi près qu'on 
voudra : on auta donc X=^ CH (^). 

PROBLÈME. 

tjÇ. Trouver le volume d'un tronc de cône droit 
à bases parallèles. 

5o/. Il faudra prolonger les côtés -^-<^' etBB^^fig, i44»»FlG. 144. 
jusqu'à ce qu'ils se rencontrent , pour connaître la hau- 
teur SO du cône entier (a68) , au moyen de laquelle on 



(^) Le th^ième cî-desiiu a également Hen poar ]e cAnf oUiqn* , 
car il est aident que le thëoième du n^ 973 et le ooroUaire du n* 974 
&e «uppoeent point que la perpcndiculaii« SO tombe sur le centre du 
cercle a Gbfy et peuYent par conséquent i'adapier au cAne oblique» 
tor la figure i43- U en est de même à Tëgard de la reclierdie du 
volume dtt:c6ne Mnmquéi daiic le n® attiTaui. 
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aura pour le volume de ce corps ^ 50 X ^DBE ; et sous- 
trayant de SO la hauteur du tronc OC, le reste SC/ 
sera la hauteur du cône retranché , dont le volume sera 

par conséquent exprimé par | SC/ X A'TfB'E! . La dif-' 
férence entre ce produit et le précédent sera le volume 
du tronc de cône proposé. 
FIG. 145. a77.Sironconçoitquelerectangle-^CC-rf/,^g. 145, 
tourne autour de l'un de ses côtés, CC ^ il engendrera le 
corps appelé cylindre droit; la droite AAf décrira dans 
ce- mouvement la ^ui^àce cy/iiulrifzie. 

Un poii[Lt quelconque A" de cette droite décrira la cir^ 
conférence du cercle AT^B'', égal et parallèle au cercle 
ADB engendré par AC, et que Ton nomme la bofie du 
cylindre ; car la droite A^C", perpendiculaire à CC, 
égale à AC, décrira, en tournant autour de CC, un plan 
parallèle au plan ADB , et dont l'intersection avec la 
surface cylindrique sera A"D"B". Il résulte de là que 
la section de la surface du cylindre droit, par un plan 
parallèle à ùl base, est un cercle égal à cette base. 

Le cylindre est terminé supérieurement par une base 
A!jyB\ égale et parallèle à sa base inférieure ADB, 
La droite CC ^ autour de laquelle tourne le parallélo- 
gramme ACCA' et qui contient évidemment les centres 
des bases et ceux des sections qui leur sont parallèles , 
»e nomme Y axe du cylindre , et est perpendiculaire à 
la base (*). 

■ ■ ■--^- — ^»«^.— »— »— iWi^^— ^-^»»— j^»»».— ^.— r— — i^^ II. « ii ^ 

(^) Le cylindre oblique est celui que renferme la surface décrite 
Fir &(\ P*^ une droite quelconque AA!^ jig. 146, assujettie à glisser pa- 
* ' rallèlement à elle-même le long de la circonférence d'uu cercle ADB, 
Si Ton considère la droite génératrice A A parvenue dans une posi- 
tion quelconque /^ZX, que par le centre de la base, ou mène CC 
parallèle el «gale à AA\ qu'on termine le corps par un plan AUW 
parallèle h ADB^eâXvnxA CZ>^, on formera le parallélogramrtié' 
BCC'U, et on aura 6"Z)'= CD. Ainsi la base supérieure AIXC^ 
du cylindre oblique secaun eercle aussi bien que sa base inférieure et 
toutes les sections qui lui sont parallèles ; mais Taxe CC ne sera point 
perpendiculaire sur cette base , comme dans le cylindre droit. 
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THÉORÈME. 

27^. Si Von inscrit et circonscrit au cercle qui sert de 
base à un cylindre y des polygones d'un même nombre 
de côtés, et que, par les sommets des angles de ces 
polygones, on mène des droites parallèles à Taxe OC/ , 
fig. 147, en joignant leurs extrémités supérieures par ^^' '47- 
d'autres droites , on formera deux prismes^ Vun in-- 
scrit, r autre circonscrit, au cylindre proposé; et Von 
fourra toujours prendre ces prismes tels, que ladiffé-^ 
rence de leurs cures soit moindre qu^une grandeur don^ 
née, quelque petite que soit cette grandeur^ 

Démonstration. Les droites aa'^ bb', etc.| élevées pa- 
rallèlement à OC/ etpar conséquent perpendiculairesau 
plan abc def, seront sur la surface du cylindre, puisque 
les rectangles a OC/cl , bO&V , sont égaux au rectangle 
générateur. Il est évident d'ailleurs que les rectangles 
cbVdj^ bcc'V, etc. sont égaux, puisqu'ils ont visiblement 
deux angles et trois côtés égaux chacun à chacun (8 S) J^es 
arêtesoa', bV,etc. étant perpendiculaires sur ab,bc, etc. , . 
les aires des rectangles aV, bd , etc. seront exprimées 

^àiabyC:cui , bcy<,bif , etc.; réunissant ces produits^ 
en observant qu'ils ont tous un facteur commun , puis- 
que ûm/z= bV , etc. , l'aire du prisme inscrit, sans y com- 
prendre lesl>ases abcdef, dVdêléf , sera exprimée 
par (ab^bc'\rcd+de'^'ef+fa)><,ad , ou par pXH, si p 
désigne le périmètre du polygone abcdef, et iJ la 
hauteur ac^, commune au prisme et au cylindre. 

Pour éviter la confusion, je n'ai représenté qu'une 
seule face ABffA' du prisme circonscrit. Il est visible 
que si 4ans cette face et par le point G , où le côté 
AB touche le cercle, on tire GG' parallèlement 
à. OCy, -cette droite sera sur la surface cylindrique , 
puisque le rectangle GOO'G est égal au rectangle 
générateur. L'aire du rectangle ABff A' étant exprimée 

parI?5xGG', l'aire totale du prisme circonscrit,' 
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tn iKy Comprenant çdni les bases , sera égale aà 
Tcontour P du polygone circonscrit , multiplié par la 
liauteur GG' ou H^ comhiune à tous les parallé- 
logrammes qui forment l'enveloppe du pr;^sme circon* 
S.crit et celle du prisme inscrit. 

Cela posé , la différence de l'aire fconveie dii prisfhe 

inscfitàcelleduprisme circonscrit, sera Px^—-pX-^= 
( P— *p) H, et pourra devenir aussi petite qu'on voudra^ 

en prenant des polygones inscrits et circonscrits, dont 

tes contours P et p diffèrent l'un de l'auti^ de moinU 

que telle grandeur donnée qu'on voudra. 

379. Oorolkdre, Il suit évidemment de là prôpbsîtibù 

précédente et par les raisons déjà développées dans le 

n^ 2270 , que la surfkce cylindrique est moindre que celle 

du prisihe circonscrit et plus grande que celle du prisme 

inscrit, et quel'on peut pat conséquent trouver un prisme 

soit inscrit , soit circonscrit , dont Taire diffère aussi 

peu qu'on voudra de l'aire dU, cylindre droit. 

THÉORÈME 

flSo. L'aire de lu sufface convexe du cylindre droit 
a pour mesure le produit de la circonférence de sa 
base par sa hauteur K^ ou le produit CH. 

^ Démonstration, Si l'on désigne par P le contour do 
polygone qui sert de base au prisme circonscrit au.cy-* 
lindre, et par X la vraie mesure de ce dernier, on 
aura PH pour Taire du prisme circonscrit , et il est 
visible que les trois quantités PH, CHetXsetoat dans 
le cas du n° 186 : on aura donc Xz=: CH. 

THÉORÈME. 

A&i. On peut toujours former deux prismes ^ tun 
inscrit et Vautre circonscrit au cylindre^ tels\ que leur» 
volumes diffèrent aussi peu que l'on voudra. 

Dém. Le volume du prisme inscrit ahcdefdV d é tlf 

est égal à abcdef^ H (àCa); et désignant Taire du 
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j^ygone in^rît par p, cdle du pcdjgone eircposcrit 
par Py le volume du prisme inscârit sera mesuréparptf • 
et celui du prisme circonscrit par PH\ leur diiKrence 
étant (/* — P^H, pourra devenit aussi petite qu*on 
voudra, puisque la dïKér&àcé' P'-^p entre l'aife du po- 
lygone inscrit et celk du polj^one circonscrit peut être 
rendue moindre qu*une grandeur donnée , qudqne pe^ 
tite qu'elle soit (184)* 

aSa. Co^Uairek II suit de là que l'on peut construire 
un prisme inscrit et un prisme circonscrit tels, que leur ' 
volume diffère aussi peu qu'on voudra de celfti du cy^^ 
liii&e, qui sera d'ailleurs toujours plus grand que le 
premier , et moindre que le second. 

'rtiÉokÈMË. 

afô. Le Dohifne d'un ôylindre dfoit à pour mesure 
le produit de l'aire de sa base par sa hauteur, oii C'ït', 
G étant Ftiire de cette base, 

Dènionstfation. Si Ton désigné par P l'aire du poly- 
gone fcîrconsofit , PS sera la liiesui'e du volume du 
prisme drct^nscrit ; et si X désigne là vraie mesure dû 
cyKndfe, les troid quantités P'Hy C'H et X se trouvant 
dans le cas du n"* i86^ on àUra nécessaitement X-==. 

s84- Si le demi-^ercIe jiCB tourne autour de sdn 
&sirhttre u4B ^ Jlg, i48,il engendrera la ^pWè , et îaFifi. ^4». 
âemi-drconférence qui l'enveloppe décrira la surface 
ipheriqUe. ' 

Dans ce mouvement , clia((ue point de l'arc j^CÈ dé- 
crit évidemment une circonférence de cercle ayant pour 
rayon là perpendiculaire DE abaissée sur le diaïnètrô 
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{*) Le théorème ci-deMus a également lien à Tcga^d dn cylindre 
oblique ; car il est facile de voir que le théorème et le corollaire pré* 
héAënt ifé supposent pas que- l'axé dit cylindre «4 les ar^teit d\^s 
prismes soient perpendiculaires an plan de la hnsc. ~ ^ 

Géométrie. i3* édition. *3 
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AB, qne l*on nomme axe. Il fa^t pourtant excepter d« 
cette remorque les extrémités j^ et ^0 de l'axe , qui 
restent inunobiles comme tous les points de cet àxe ^ et 
que l'on nomme pôles. 

LasiïriEace spfaérique a tous ses points élément éioi* 
gués du point O, centre du cercle générateur; car ce 
point ayant conservé la même situation sur le pian du 
demi-cercle ACB, dans toutes les positions prises par 
ce plan , sa distance à chacun des points de Varc j4CB^ 
qui ont passé successivement par tous ceux de la sphère , 
n'a pas varié. 

Il suit de là que' le rayon du cercle ACfi est aitstt 
celui de la ^bère. 

THÉORÈME. 

-■ . ♦ 

â85. La sectiûTi de la sphère , par un plan quelcon- 
que , est toujours un cercle. 

Démonstration, La proposition est évidente par elle- 
même ^ d'après ce qui précède , lorsque le plan coupant 
passe par le centre de la sphère; et alors la circonfé- 
rence de cette section a pour rayon celui ^ I9 çpbère. 

Mais si DGFH désigne un plan quelconque^ çt que, 
du centie O, on abaisse sur ce plan la perpen,djou}^rç 
OE y le pied E de cette perpendiculaire sera 4 ^ffàfi 
distance de tous les points de la section DGFH\ .car 
toutes les obliqiues OD y OG, OF, OH, étant égales 
comme rayons de la sphère , s'écarteront .également de 
OE (aoo) : la courbe DGFHs&ca donc un cercle ayant 
son centre en E, et DE pour rayon. 

a86. Remarque, La droite DE étant nécessairement 
moindre que le rayon OD , le cercle DGFH sera 
moindre que celui qui résulterait d^une section faite par 
le centre de la sphère : ce dernier serait un grand cercle, 
tandis que l'autre n'est qu'un petit cercle. 

Tous les grands cercles ayant mênie rayon, sont 
^^ux entre eux. 
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«87. CoroUuire. Deux grands cercles, ACBF,AIBK, 
le coupent toujours en deux parties égales ; car î) est évi-* 
Seat qu*ib ne peuvent se rencontrer que dans la dvotto 
JB, commune section de leurs plans ^ qui^ passant par 
leur centre cOBmmn , est dn même'temps le diamètre de 
l'oa et de l'autre , et les. partage par oonséquf nt fa deuK 
parties égales. 

a88. Trois cercle^ qui se coupent deux à deux sur la 
surËice de lasphèrè , forment un triangle sphérique ; mais 
on ne considère ordinairement que celui qui , comme 
ICM, est fonné par trois ërc^xle fffaià cercle^ plus 
petits que U demircirconféremle. . 

$i du centre de la sphère on mène des rayons aux 
poiots C» / et m, il est visible que ces rayofis détermi** 
seront un angle trièdre OCIM, dpnt las angles plans 
toc, ion, MOC, seront mesurés p^ les atca CI , 
m et CM. 

THÉORÈME. 

^89. La somme de deux cotés d'ufi triangle iphé-^ 
rique est toujours plus grande que le troisième. 

Démonstration. Puisqu'en vertu du jf aan , la 
soinme de deux quelconques des trois angles plans 
lOC, rOM, MQC, qui forment Tangle trièdre OC/il/, 
surpasse le troisième^ et que les arcs CI, IM etÇM , 
qui mesurent ces angles, sopt du même rayon, il en 
résulte nécessairement que la somme de deux quel- 
conqaes de ces arcs^ qui serait la mesure de la somme 
des angles auxquels ils correspondent (110), doit sur- 
passer le troisième. 

^90. I*' Corollaire. ïl suit de là que le plus court 
cheam poœr aller d*ufi point à un autre sur la surface 
sphéri<pie> «st l'arc du grand cercle déterminé par le 
plan qui passe par ces deux points iet par le centre de 
ia sphère; car si l'on assignait pour plus court chemin 
entre les peints A f!t B ,fig, 149, une ligne AMNB , HG. i4î). 

i3.. 
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difTérente du grand cercle AB , qui passe par ces 
points , que Ton prit un point M sur cette ligne , 
et que Ton tirât les arcs de grands cercles AM et 
MB^ on aurait 

AM+MB^AB ( n^ précédent ) . 

Prenant entre Jf et B le point iV, et menant les arcs de 
grands cercles MN et NB , on aurait encore 

MN+NB^MB , 

et par conséquent 

AM+MN+NB>AM+MB. 

En continuant; ainsi , on voit que plus on s'approche dé 
la ligne AMNB » plus le chemin à parcourir pour aller 
de u^ en B augmenté ; d'où il est évident que AB est 
le plus court : et Ton li'en saurait trouver d'^autre/, 
car- le grand cercle que l'on mènerait par deux points 
quelconques de Tarç^i^, se confondrait avec cet arc^ 
puisque tous ses points et le centre de la sphère sont 
compris dans un seul plan. 

J*ai supposé la Ugae AMNB extérieure à tous les 
grands cercles menés par deux quelconques de ses 
points ; mais si le contraire avait lieu ^ ainsi qu'on 
le voit dans la partie ponctuée M N'A , . on ti- 
rerait les arcs de grands cercles MN^ et AN'\ et comme 

on aurait 

^ . . AN'+MN'>AM, '- ' 

il en résulterait encore 

an'+mn'+mn+nb>am+mb::>ab. 

1291. â"** Corollaire, H suit encore du même diéo- 

rème que la somme des côtés d'un triangle sphériqu» 

est moindre que la circonférence d'un grand cercle v 

car si l'on prolonge les côtés AI et AM' du triangle 

riG 148. MAI^ fig. 148, jusqu'à ce qu'ils se rencontrent en B ,• 

/ on aura 
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ajoutant de part et d'autre ^^-f~^^>^^ viendra 

AM+AJ+IM<i BM+BI'X.AM+ AI\ 

or les arcs AU et BM forment la deuii-circonférence 
ACB , les arcs AI et BI la denur-circonférence AlB « 
égale à la première (a86) : les quatre arcs réunis com-^ 
posent donc*une circonférence de grand cercle^ laquelle 
surpasse par conséquent la somme des côtés du triangle 
MAL 

n est facile de voir que cette proposilian résulte aussi 
des nmnéros aa6 et fl88. 

THÉORÈME. 

. aga. Si , par le centre d*un cercle quelconque DGFHy 
tracé sur la sphère, on élève une perpendiculaire AE., 
bUs passera par le centre de la sphère , et la coupera 
en deuji points , AetB, dont chacun sera également 
éloigné de tous ceux de la circonférence DGFH. 

Démonstration, En effets il est évident, par le nu-- 
méro aoo, que la perpendiculaire AE doit passer par 
une suite de points tels, que chacun soit à égale di* 
stance des points de la circonférence DGFH, décrite 
du pied E de cette perpendiculaire, comme centre ; 
. or le pwit O, centre de la sphère, ayant lar même 
propriété^ doit par conséquent se trouver sur AE, et 
les points ^ et ^ , où AE rencontre la sphère , doivent 
être chacun à égale distance des points de la circon* 
férence IXiFH : bien entendu que la distance de ces 
derniers au pmnt A n est égale à leur distance au 
point i9, que qi|and le point E tombe en O , ou qu'il 
s'agit d'un grand cercle CILK* 

il est visible que les arcs AD , AG , ÀF, AH, ayant 
pour cordes les distances du point A, à chacun des 
points de la circonférence DGFH, et étant pris sur des 
grands cercles qui ont tous même rayon, sont égaux. 

293. Corollaire. Il suit de ce qui précède que les 
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points A, et B peuvent servir à décrire le œrcte DGPllf 
ftans qu^il soit besoin de connaître son centre y placé dans 
fintérie^ de'ïaD sphère^ puisqu'il siiffit de marquer tous 
iès points dont les. distances au point A. ou au point B ^ 
fuèsurées sur la surface sphérique par les arcs de grand 
ceïtde AD et AG, ou SD eXBùf sont égales à celle que 
l'iou a choisie pour décrire le cercle proposé. 

Les points A et B se nomment en conséquence les 
pôles du cercle DGFS, et la droite AE en est Taxe. 

THÉORÈME. 

294. Le plan mené par unjkfint de ta surface de 
ta sphète , perpendiculairement au rayon qui passe par 
té point y est tangent à la sphère; et réciproquement le 
plan tangent à un point quelùompse de la surface sphé* 
riqua ,. est perpendiculaire à V extrémité du- rsyon, 
FIG. i5a. Démonstration. Le plan AB,Jig, i5o, étant perpcn-* 
dicùlaife sur le rayon OC, au point C, a- tous se^antres 
points plus éloignés du centre Q de la sphère qUe ne Test 
ie point CjpuisquelesobliquesqueIconqnesOZ>^0£y etc. 
sont plus longues que la; perpendiculaire OC (;aoo) ; 
donc les points D ^ E, etc. sont hors de la spbère; et le 
plan AB nâjant qu'un seul point- C de commun avec la 
surface de cette sphère , lui est tangent. 

Réciproquement^ le plan tangent à là sphère en C, ne 
peut être que le plan AB f perpendiculaire sur le rayon 
OC ; car. ce plan n'ayant de commun.aveclasphfè^qué 
le point de contact C , et tous ses autres points étaiit plus 
éloignés du centre qiie celui^^ il s'ensuit que le rayon 
OC^ est la pluspoUrte ligne qu'on puisse mener du centre 
sur le plan tangent , et que par conséquent il est perpen* 
diculaire sur ce plan. 

THÉORÈME. 

29$. Si l'on inscrit et si l'on circonscrit à un eue 
quelctmque d'un demi-cercle deux poHions de pol\-* 
gones réguliers du même nombre de cotés ,etqu on fasse 
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tourner U demi-cercieauiaitt de son diamètre, avec les 
portions de polygones , il sera toujours possible de 
rendre la différence entre faife dû èotps décrit pàp 
la porûon inscrite , et Faire du corps âécritpaf^ ptr^ 
tion circonscrite, aussi petite quàn vaudra. 

Démonstration. L'ahre du corps déetit par la pordoiî' 
depolygoneofic^yj!^. i5i, quand elle tourne arec Tare fIG. tS» 
Bd autour du diamètre ap, se compose des urea qae dé^ 
crit en particulier ^ chacun de ses côtés. Le premier ab^ 
décrit un cône entier , et les antres des tronca de côaa 
ayant pour bases les cercles engendré» par les peipen- 
dicnlairea be, cf, dg, abaissées des points Â^ c,d, sur 
l'axe aO (067). L'aire de l'un de ces corps « de ceiui 
qne décrit cd, par exemple , s'd^tient en abaissant du 
milieu de ce côté, suraO y la perpendiculaire /^^ et est 

égale à c?X cire. lq\ mais cette expression peut être 
transformée en une aiitre ne contenant plus le facteur 
cire. Iq, qui change pour chaque cône. Pour cela, on 
abjùsse cr perpendiculaire sur <^; on tire lÔ; et les 
triangles dcr €t qlO, semblables , comme ayant les 
côtés perpendiculaires chacun à chacun (6S)> donnent 

cdlcry.lOllq. 

Mais cr est égal Àfg, et les circonférences des cercles ' 
étant entre elles comme leurs rayons, on peut substi- 
tuer au rapport de lO sl Iq celui des circonférences de 
cercle dont ces lignes seraient les rayons , et l'on aura 

cdlfg :: cire. 10 : cire. Iq, 
d*ott l'on conclura 

c J X cire. lq^=fg X cire. /O: 
donc l'aire du cône décrit par cdamdi aussi pour exprès- 

^^^fg X cire. lO , c'est-à-dire le produit de sa hau- 
teur par la circonférence du cercle inscrit ttu polygone 
doat son côté fait poftie. il en est de même des aires des 
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côpes d|&crit& par les. autres côtés et dont lés hauieijrs 
sont e/* et o^.^ La circonférence, du cercle inscrit étant 
un facteur coinn;iun à toutes- ces airois^ leur somme , ou 
Taire dl^. corps décrit par la portion aficd du poljgone 
inscrit, sera donc é^e à la somme des lignes^, ef, ae, 
c'est-à-rdire à la partie ag de l'axe , comprise entre l'ex- 
. trémité a du premier côté , et la perpendiculaire abais-^ 
sée. sur- cet axe par Textrémité du dernier côté , mpW 
tipUée par I4 circonféreace du cercle inscrit ^ ou à 

ag X cire. 10. 

- Par la même raison , Taire du corps décrit par la por- 
tion ABCD du polygone circonscrit aura pour expres- 
sion Aù X circ.ZO. Cette dernière quantité surpasser^ 
toujours la première, d'abord parce que cire. LO ser^ 
toujours plus grande que cire. 10 , ensuite parce que AQ 
surpasse Hg, En effet > on a 

AGzi=aG+Aa ^ a^-zzaG + Çg, 
4*QÙ il résplt§ - 

AG-ag=Au—G^.:=iDd^Gg, 

puisque -^a=Dd; mais il est visible que Gg<^Dd^ 
et qu'on peut rendre Aa çxxx.Dd audû petite qu*on vou- 
dra, en multipliant suHisarament le noqibre des côtéa 
des polygones : il en sera doqc de même de lii diffé- 
rence des lignes Dd et Gg , nécessairepient moindrtî 
que 1*1 plus grande de ces lignes. P^r conséquent A G 
surpassHia toujours ag^ et pourra en approcher d'aussi 
près qu'on voudra (^'). Dans cette* circonstance LO 
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(') Le triangle DOG donne (59) 

do:.ço::J9J;c6', d'où G<r=Aix^} 

«ç qui piourc encore ^i:e G^^-^DiJ, puisque ^O n'e^t «/«c.l'ua 
«iV» côl^i» du triangle rectangle dont dO est riiypotcnubc. Jïe 
[>|u&, ie point g étant lVx.trci)iiitf commune de ioutc6 ieâ poi tiou» de 
l>oly^onc'S inikCiils k Tare ad^ its lignes qO cldO m: changent point 
non piu& i|uâ leur rapport : Gi; dimiiiuc doue eu pi^iuc umpi 
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et 10 ^'approchant également déplus en plus, cire. LO 
dilFére de moins en moins de cire. lO : on pourra donc 

fendre la différence A G X cire. LO -— ag X cire. lO 
moindre qu'une grandeur donnée^ quelque petite qu*ell» 
soit, en considérant celte différence comme celle.de 
deax rectangles dont les bases et les hauteurs peuvent 
être aussi près que Ton voudra de l'égalité. 

aqÇ. Corollaire, h* expression AG'^agz=zDd — G^ 
montre aussi que AG diminue en même temps que Dd, 
ç^r la hauteur ag est commune à tous les polygones 
inscrits à l'arc ad \ LO demeurant aussi le même , 
il en résulte que Taire du corps décrit par la por- 
tion ABCD diminue en se rapprochant de la sphère. 
L'augmentation de lO dans la même circonstance ^ 
prouve que l'aire du corps décrit par abcd augmente 
. alors , et que par conséquent l*aire de la portion de 
sphère décrite par l'arc aLd, est moindre que celle du 
premier de ces oorps , 6t plus grande que celle du 
iiecond. Il suit de là qu'on peut assigner deux corps de 
ce genre , dont Taire diffère aussi peu que Ton voudra 
4e celle de la portion de la sphère décrite par Tare. 

THÉORÈME. 

397. Vaire de la portion de sphère , ou calotte sphé* 

rique , décrite par un arc qui ne surpasse pas le quart 

de la circonférence du cercle générateur^ est égale çu 

produit de cette circonférence par la partie du diamètre 

\ (jui mesure la hauteur de la calotte. 

Démonstration. Soit X la vraie mesure de Taire 4^-* 
crite par T^rc ad', en la comparant à celle du corps dé- 
crit par la portion de polygone circonscrit ABCD, on 
«tura les trois quantités 

AGx, cire. LO , agX cire. LO , et Jï^ ; 
«a première étant toujours plus grande que les deux 
autres , dont elle peut approcher d'aussi près que Ton 
voudra , on en couclura, parle n"* 186 / 
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Xz=ag X cire. LO. 

s^qS. 1*^ Corollaire. II âuit de la que Faire de la sphère 
entière est égale à son diamètre multiplié par lacîrcon- 

fére^nce d'un grand cercle , ou à ap X cire. LO. En effets 
le théorème précédent s'applique au quart de cercle 

aLm , et donne aOX cire. Z<0 pour Taire de la demi- 
sphère qu'il engendre en tournant autour de l'axe aO \ 
pour le second quart de cercle pnm , on. a de même 

pO X cire. LO : la somme de cette quantité et de la 
précédente y est * 

(^aO-^-pO) cire. Z»0:=âp'x cire. Z.O. 

En général 9 Taire d'une portion quelconque de la sur- 
face sphérique , comprise entre deux plans parallèles , 
ou d'une zone, est égale à la hauteur de cette zone, oit 
à la distance perpendiculaire des plans qui la terminent, 
multipliée par la circonférence d'un grand cercle ; car 
si de la calotte décrite par l'arc oLm, et dont l'aire, es^ 

mesurée par aO X cire. LO ^ on retranche la calotte 
décrite par l'arc oLd^ et dont l'aire est mesurée par 

ag X cire. LO , on aura 

{aO-^ag ) cire. LOz=iOgX cire. LO , 

pour l'aire de la zone décrite par l'are dm. 

On trouverait d'une manière analogue , que la zone 

décrite par l'arc mn doit être exprimée par OoXctfc.ZrO| 

et enajoiitaàt ce produità OgX cire. LO , on aurait 

dans lé résiiltat (Oo + Og) cire. LO^=ôgX cire. LO, 
l'expression de l'aire de la zone décrite par Yarcdmn, 
laquelle comprend le centre de la sphère. 

299. 3^ Corollaire. Il suit encore de ce qui précède, 
que l'aire de la surface sphérique est quadruple de celle 
de Qon grand cercle 'y car l'aire de ce dernier est expri-» 
mée par \' CR , si l'on désigne sa circonférence par C , e^ 
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son rayon par R ( 187 ) ; mais nommant D le dtamètre , 
on aura Rs=i{D, et par conséquent ^ ii= J D , d'où 
on tirera ^ CD, pour Paire du grand cercle , résultat qui 
ntst en elTet que le quart du produit CD » par lequel se 
mesuré Faire de la sphère (n" précédent). 

THÉORÈME. 

3oo4 Laire de la portion ACBIA, fig. 148, co/n- FIG. 14^ 
iprise entre deux grands cercles qui se coupent , et que 
l'on nomme fuseau sphérique y est à la surface de la 
sphère , comme tare CI du cercle CILK perpendieu^ 
taire à t intersection commune des plans BGA et BIA, 
e^ à sa circonférence , ou comme l'angle plan qui 
mesure leur angle dièdre CABl, est à quatre droits* 

Démonstration. La proposition est évidente lorsque 
Tare CI est partie aliquote de la circonférence CILK y~ 
car si l'on conçoit cette circonférence divisée en effet 
âans ses parties aliquotes^ et que par les points^ , ^ et 
parles points dé division, on mène des grands cercles , 
la surface sphérique sera partagée en autant de fuseaux 
é^ux à ACBIjiy que le cercle CILK contient de par- 
ties, puisqu'il est visible que deux fuseaux de la même 
sphère sont égaux lorsque les plans des cercles qui les 
déterminent font respectivement le même angle dièdre. 
Lorsque Tafc CI n'est pas aliquote de la circonfé^ 
reace, on prouve, par un raisonnement analogue à celui 
dan° 109 , que le rapportdu fuseau ACBIA à la sur- 
face" entière de Ik sphère, ne peut être ni moindre ni 
plusgrandque celui de l'arc C/à la circonférence CILK. 
Lie plan CILK étant perpendiculaire à la droite AB^ 
l'angle plan CO/ mesure évidemment l'angle dièdre 
CABI\ et puisque le rapport de cet angle à quatre 
droits est le même que celui de l'arc CI qui le mesure » 
Avec la circonférence CILK ( no ) , ils'eASuit néces- 
sairement que Tangie COI est à quatre droits conune 
1 aire du fuseau ACBIA est à celle de la sphère. 
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THÉORÈME. 

3oi.. Uaire d'un tHangle sphérique. est à celle de 
la sphère entière , comme la différence entre là somme ^ 
des trois angles dièdres formés par les cercles qui 
composent ce triangle et deux angles droits y est à huit 
angles droits. 

Demxinstration. Les trois cercles -^C5/i, CILK et 
MJFK , qui forment le triangle spbérique €IM , par- 
tagent la surface sphérique en huit triangles, parmi les- 
quels CKM et FIL sont égaux , ainsi que Ton peut 
s'en convaincre en remarquant que les angles trièdres 
O CKM et OFIL, auxquels ils correspondent (288) , 
ont toutes leurs parties égales (*). Cela posé , en dé- 
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(^) L'égalité des partie^ de ces angles trièdres prouve biev celle 
des parties des triangles sphériques ^ mais il est facile de voir que 
les cAte's de ces triangles ne sont pas assemble's de la ménae manière, 
et qu'on ne peut par conséquent les appliquer l'un sur Tautre. 

< Cavallcri , à qui l'on doit la proposition ci-dessus ( Directorium 
générale uranometricuniy Bononice, ]633 , pag. 3i6 )> et les auteurs 
qui l'ont suivi , ont regardé Tégalité des triangles sphe'riques dont 
les c6tés sont égaux, chacun h chacun , comme analogue à celle de» 
triangles rectiUgne& , sans faire attention qu'on ne pouvait pas re- 
tourner la surface sphérique conune le plan; mais au fond,çetUi 
difficulté, est plus, apparente que réelle, et. il y a plusieurs manières ' 
de se convaincre de Tégali té des aires des triangles dont il s'agit: en 
voici d*ailleurs,une démonstration. 

Si par les. sommets desi^ngle^.dc chaciindes triànglps proposés y 
on fait passer un cercle, et quop^r.son pol® on mène. dépares 
de grand cercle aux angles des triangles proposés , ces arcs seront 
égaux (393) conformera par ce moyen sur chaque côté clés trian- 
tes proposés., un triangle sphérique isocèle. Les triangles recti- 
lignes formés par ks cordes des côtés. des triangles sphéviques pso* 
posés étant égaux (99), les cercles dont on vient de parler , seront 
aussi égaux (i 19) y et auront leurs pôles placés aux mêmes distances 
de leur circonférence 5 par conséquent les trois triangles sphérique» 
isocèles du prcfuici? des tïiangiss. proposés , seront évidemment 
^'gaux aux trois du second, chacun à chcicuii , et les aires.des triangle» 
proposés seront formées de la m^n^q ffiamete avec celles det aoc^mux 
triangles. ' 






DE GÉOMÉTRIE. IIOS 

signant la surface de la spkère par S, et Tangle droit 
par D , Taire du fuseau ICKMIaunt pour e3q>re8BÎOB * 

5 X?îîi:^^(„. précédent); 

et comme ce fuseau est ooiuposé des triangles CI3f , 
CKM, on aura 

Taire du fîiseau MJFAM étant 

S X ang. IMF A • 

■ J^D ' 

on trouvera 

cnEn le fuseau CJLBC, dont Taire eâ'ei[priméè par 

S X ang. fCLB 
-4F * 

donnera 

Cm+ MIL ^SX»o6.JCLB 

Mais si l'on met à la place du triangle CKM son égaf 
FIL, et qu'on ajoute ces expressions, eh observant que 
CrM+ CfF-^FIL+MIL composent la moitié de la 
surface sphérique , située en avaut du plan ACBL, on 
l^ hémisphère lACBL^ il viendra 

iC/i^+f *y=^ ( atig. CIKM+ ang. tMFA + «ng. ICLB )l 

Les trois angles dièdres CI KM, IMF A, ICLB/ sont 

• V ^^emment ceux que forment entre eux les plans des 

côtés du triangle spbérique CIM ; et pour abréger, )e 

les désignerai par une seule lettre de leur arête, «avoir. 
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cs«Be iqni «e ttoiiTe à ^'intersection des' deux côtés du 
tritti^ : ffe ctBtt«:mamire , les angles CfKM, IMF A , 
/CIJ?; seront respectiven^ent les angles /, ilf, C, et 
p^ eoiisé^nei9|: ' 

Ilcfiaiicllant de part et d'autre ^ S , on bbtiendm 

réduisant ensuite au même dénominateur tous les termes 
de cette expression de qCÎM, et prenant la moitié du 
résultat ^ il \iendra 

» 
ce qui donnera 

THÉORÈME. 

3oa. Si , par les extrémités des portions correspon- 
dantes de polygones réguliers > inscrites et eircan-^ 
scrites au même arc, on tire deux rayons , çn formera 
deux secteurs polygonaux qui , en tournant autour de 
Fun de ces rayons , engendreront 'des yolumes,dont la 
différence peut devenir aussi petite qû*on voudra , lors- 
qu'on multipliera suffisamment le nombre des côtés 
des polygones, 
FIG- i5i Démonstration. En tirant les rayons B O, CO^ig. 1 5i , 
on voit que le corps engendré par la figure abcaO , en 
tournât autour de Taxe aO , se compose de ceux 
qu'engendrent les triangles abO y bcO ^ cdQ y et qu'il 
is^t évaluer séparément. Cela posé> si on ^I^aisse sur 

{*\ Les Angles I, Met C«ont les angles mêmes du (riangle ^ic- 
rique. ( f^orezle Traité dementairp de Trigoaomctrîc etcTapiiIica- 
tion de l'Algèbre h la Géométrie, chiap. H. } 
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ttO la perpendiculaire be, on reconnaîtra qn» la cordé 
ah et le rayon Ob , en tournant autour de aO , engen- 
drent deux cônes ayant l'un et l'autre poui- base le 
cercle décrit par la perpendiculaire be. La sonune de 
leurs volumes , on le volume du corps engeidré par le 
friangle «AO, sera donc exprimée par i"SÔx cerc. be 
(375). Cette expressibn se transforme en une aiitre oà 
ne se trouve plu* le cercle he, en observant que" l'aire 
«fa cône engendré par la corde a* a pour expnwion 
Ja6Xcirc.&e(s7i); njwrïs on a au«w 

cerc.hez=iÇSi X cire, ftc ( 187) : 
il résultera de là 

*ire4i.cô«a4:oerc.ie::iSxcirc.fc:iïrxcirc.fe, 

y.ahlbe, 

««diFiMntIe.denxterme.du secondrapportparicirc be 
& -^r«* 0- «baisse Oh, peT.en^cuire*sur «t 

^r ^**?„'?"P"« f"*" «« le» triangles «Ae rt 
1*0 semblables, puisqu'ils sont rectwdes l'un et 

^^XCmlt ^ "^* ~"^"' ^- ^' °" 

û6 rie :: aO : oA, 

•4 M trouve encore k rapport ab'.be-, nasi 

«ire d» c$ni0 «^ ; çarc. bu ;: ,o : Oh, 
«t par conséquent 

cerc. Aers^ X aire du cône ab. 

Par le moyen de cette expression, le volume du corps 
f ngcndré par le triangle xïAO , et égal à | ^x cerc. A«, 
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/ 

deviendra 

I Oh X aire du côiicf ci, 

d'où il résulte que le volume d'un corps décrit pat 
un triangle qui tourne autour de l'un de ses côtés 
a pour mesure le tiers de taire du cône engendré 
par V un de ses deux autres côtés, multiplié par la per- 
pendiculaire abaissée sur ce côté , de l'angle opposée 

A l'égard du .second triangle bcO^ il faut prolonger 
bc jusqu'à k rencontre de tO\ et diaprés ce qui pré- 
cède, le volume du corps engendré par le triangle ctO 

étant I Oi X aire du cône et y tandis que celui du corps 

engendré par le triangle btO est f Oi X aire du cône bt^ 
la diiTérence de ces expression», ou la mesure du corps 
engendré par le triangle bcO , sera visiblement égale à 

~ Oi xladifférenceenfrefaireducônéctetcelleducâine 
6^, différence qui est précisément l'aire du cône tronqué 
décrit par le côté bc. Les mêmes raisonnemens prou»- 
veraient aussi que le volume du corps engendré parole 

triangle cdO f est mesuré par -5 Ol X airef du cbne tron- 
qué décrit par cd, £n continuant ainsi de proche eh 
proche, et en observant que lé» pefpeiidiculairesr QA', 
Oi , 01 y etc. sont toutes égales, on voit que ,* quel* que 
soit le nombre des côtés ab,bcy cdy etc., le volume du 
corps engendré par le sécte'Ur polygonal abcdO , aura 

pour mesuré \ 01 X la somme des aires déentes p^ 
les côtés ab y bc y cd y etc. , somme qui n'est autre chose 
que l'aire décrite par là portion de pofygojle abcd. 

En appliquant ce résultat au secteur polygonal cir« 
conscrit ABCDO , on trouvera que le volume du corps 

qu'il engendre est égal à j OL X aire décrite par la por- 
tion de polygone j4£ CD ;etcomme il a été prouvé (296) 
que les aires décrites par les portions correspondante* 
de polygones réguliers, inscrits et circonscrits, peuvent 
Vapprocber d'aussi pr^s qu'on voudra, tandis que là 
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différence, des apothème» OL,et O/ diminue «ansçeaae, 
il en résulte évidemment que les volumes engendrés par 
iesecteu^pôlygppal inscritetpar le acteur poIy^ojDi^.cirr 
conscrit, correspoadans, tendent aussi sans ce^se vers Fé- 
galité^et peuvent en approcher aussi près qu'on voudra. 
3o3. Corollaire. Il est visible qiiele corps décrit par 
te secteur circulaire aLdO, et qu'on nommt 'setter 
sphérique , est moindre que le corps décrit par le sec* 
teur polygonal ciitonscrit^ et plus grand que celui' que 
décrit le secteur polygonal inscrit; H suit donc dtf diéo^ 
rème précédent que la différence entre le Toltûnè dû 
premier corps , et celui de Tun quelconque des deux 
«très, peut être rendue ausisî petite que Ion voudra, 
en multipliant suffisamment les côtés des polygones. 

THÉORÈME. 

3o4.'lJe 'wdume d*un secteiur sphérique est égal â 
l'aire fie la calotte ^ur laquelle il s'appuie / multipliée 
par le tiers du rafon^ ouà^ SR, S désignant cette 
me, et^le rcpyon. 

. Démonstration. Si P représente l'aire décrite par (a 
l^rtion dp polygone circonscrit ABCD., le volume du 
corps engendré par le secteur polygonal ABCDO sera 

" PXtÔL, ou}PR(3oâ); 

non^n^nt à Tordi^aire X la vraie mesure du volume du 
secteur sphérique, on aura les trois quantités j- PR , 
\ SR , et X, placées dans les circonstances du n"* 1 86 , 
et Ton en conclura nécessairement X= j SR. 

II est évident que Toq connaît par ce résultat le ^vo- 
liune du secteur sphérique , puisque son aire S est celle 
de k calotte décrite par Tare a</. 

3o5. ler Corollaire. Il suit d^ là que lé volume de la 
sphère est égal à son aire multipliée par le tiers du 
rayon , puisque si l'on prend au lieu de l'ai'c ad , le quart 
de la circonférence , ou am , le secteur sphérique de- 

Géométrie. i3* édition, i4 






«ilO É L E M E N s 

vtfehdrâ égalilatiemi-Bphère , p^rcê qvdt le ràyôn md\ 
pièTpendierfàîre )ittr ûO , déctîra tth pkA qui |tot*gete 
la sphèté ati deux égalenïettt; et Von àidsa pottr la 
moMé ouThémîsphère supérieur, 7 S X 1 "rfîO , en pre- 
nant S pour l'aire de ïa splière entière : réunissant lés 

deux moitiés , le total *S X i wO sera le yolume de h 
spàèiB. 

.ti'aîre de la sphère 'étaut égale à quatre fois celle 
d'ua de les grand» cercles, ou à quatre certk«, *soji , 
VGlimie deviendra f /l. X cerck , ou j I> X cercle , 
c*e^-À-4dire queie volume de la'Sphêre est égal à l'aire 
de son grand aercte > multipliée par les deux tiers ^ 
diamètre* 

3oS. 2* Corollaire. Si Ton voulait obtenir le volume 
engendré par un secteur aOn, plus grand que le quart 
de cercle , on rètranclifèrènt^è )a «^kè^è 'to^^e le sec- 
teur engendré par nOp , et égal à ^ wS X ahrè tîe^la 
calotte décrite par Tàrc^p ; l'a dlSBRâfèiît^ Serait \ mO 
multiplié par la différence entre VaSTô entière de là 
sphère et ceQe de la calotte décrite pàx Hp , dilFéréiice 
qui n*e«t que l'âîre décrite par Parc ôm/i ,<ni Cèflte de 
la calotte qui sert de base au sectèiiT ptôpbfé. 

307.3® CoràUeire. be volume delajiortion de sphère 
engendrée par le. demi-segment circulaire oLdg, et que 
ton nômihè segfnent sphérique, s'obtiendi^ en ^ëtmtt* 
chant du vôtû^e du sëctemr spihériqtte décrit pât )e 
secteur circùlaîre aLdÙ^ eéltd du iitùe décrit par le 
triangle dgô. 

Quant au Volume réolisrtné entre Ib ^one engendrée 
par l'arc dtSc , et les {Aans que decrirènt'lès'perpéhdlett^ 
labres dg, cf , on Vobtiëndrà to retîrAhc^adit^ sègMidm 
sphériijiiè déôrft ^stc le àettii-'Segmerit eirciiîâiHB ùcf, 
de dëltdi ^6 décrit ^âg. 
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DE LA COMPARAISON DES, CORPS RONDS. 

3o8. Lea corps ronds seiQblableç sont ceux qui sont 
engendrés par des figures semblables ; tels sont ly 9di%M 
SADB eXSjflïB^yfig. i4i , engendrés par les triangles FIG. lét. 

I] suit dn n^ 367 que les côtés y les hauteurs et les 
eircodKrences des oases des cônes semblables, sont 
proportionnels / et que lee aires de leurs bases sbnt 
comme les qnarrés de leurs li^eshomologues. 

Les cylindres ^Z>J5-^iy^' et aibJdV ,fig. i45, FIG. i45. 
wgwdrés p^ Iç« recta^glçs. 9eml>Ubl^ ACÇ4 • 
0x4 4 X 9ont. auasî semblables ; çt la <îmUitu4e 4» cea 
figures donnera encore les rapports égatuç . 

AA : ati \\AC ; oc :: cire. AC \ cire, oc, 
AA : ad :: AC \ac\\ cerc. AC\ cerc. ac. 

Enfin y les cercles étant des figures semblables ^ les 
s{ihères sont aussi des corps semblables. 

THÉORÈME. 



3oj). Iles aires dès cônes senMables sont comme les 
L " ^ff4^i^s côU^dê €0s eâ^es,^leu^s volumes cMUfur 
f les cubes de ces mêlées cèUii* 

Démdnstration. i*». Si Tonraultiplie par ordre les deux 

pro^rtîôna 

cm. AC ; ^c. AC ;; AS y^S^Al- i4i > . fig. 141. 

,iAS:iAS:;AS:A's, 

' U viendra 

i^^Xcirc AÇ:iAS><df[C.AC llÂS^'lÂS, 

, proportion dont les de«x premiers termes expriment le» 

air«8 des cônes SADB et SATfB* ( 571 ). 
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a**. Si Ton multiplie par ordre les deux proportions 



ft 



. cerc. ÂC : cercJtC ;: AS : j4'S^, 
Oïl aura 






^iCSXcerc. AC: tes X cerc. jfO ziJS : A"!?, 

proportion dontles dèvx preniers teni]S3 expnmeat le& 
volumes des cône^ proposés, SAD.B > SA^D'B^ ( ayS ) . '^ 



'ri 



THÉORÈME. 
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3i b. Zies azr^ <£? deux cylindres ' semblables sont 
comme tes qvatrés de leurs côtés > et leurs vùlxunes 
comme les cubes. ' 

Démonstration, i^. En rnukipliantpar ordre les deux 
proportions . 

riG. 145. ^^^^' -^^* ^^^c- ^ •• -^-^^ '^^^ (5<^8),yîg^. 145^ 

AA^laafllAA'laa'^ 

. ' ■# 

il en résultera 



AA'Xcirc.AClaaXcirc.acllAA' \aa! ^ 

proportion dont les deux premiers termes exprinMOt 
les aires des cylindres pr(^osé8'( 2280) . 

a''. Si Ton multiplie par ordre les deux proppi tîon& 
cerc. AC : cerc. de : : AAf : aal^ (3o8> > 



on aura 
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AAf X cerc. u^C : aa' X cerc. ac :: AA^ \ aa y 

proportion dont les deux premiers tennf» expriment les 
volumes des cylindres proposés ( a83 ) .' 
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THÉORÈME. 

3i 1 . Z«ej aires de deux sphères sonù comme les 
quarrés de leurs rayons ou de leurs diamètres , et 
leurs volumes comme les cubes dé ces mémos lignes.' 

Démonstration. Soient H et Jff les rayons des sphère» 
proposées , D etD' leurs djamètres , 5 et îS' lenrs aires ^ 
C et C^ les circonférences de leurs grands cercles ; on 
aura , i®. 

c:C :: Di />'-, 

multipliant cette proportion par la proportion évidente 

D: D' :: D: D\ 

il viendra 

CD: CD' ::d» :/)'»: 

oïy CD et CD^ désignent les aires des sphères ( agS) : 

donc 

:: 48!" i 4fl'» :: tî» : il'*, 

en observant que D=l!xR et D'=a/l'. 
2**. Si Ton multiplie par ordre les deux proportions 

SiS' ::R^:R'% 
iR:^R' ::R :/r, 

on aura 

} RS : 1RS' :: R^ : K\ 

proportion dont les deux premiers termes expriment 
les volumes des sphères proposées (3o5) ; et comme , 
iR^ : /f' :: Z>^ : jy , on aura pareillement 

iRS: {R'S" :: d^ : zr^. ^ 

3ia. Remarque. On compare ordinairement la sphère 
avec le cylindre circonscrit , c*est-aHlire avec^e cylindre 
FGGF yfig. i5o, dont les bases sont égales au grand FIG. i5o. 
cercle de la sphère OCC , et dont la hauteur FF" 
est égale au diainètre de cette même. sphère. ,L'aire 

de cecylindre étant mesurée par FF'X, circ.;FC(a8o), 
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est égale à celle de la spl;ièïe(a98), puisque FFz=iCC^ 
et cire. FC= cire. CO. 



Le vdkimB du in&n« cyMnàx^, e^prioié p^kr FF >^ 
cesc. yC (la SS ), / étant camparé à cdiui ds la ajriiève ^ 

mesuré par I CCxcePC. 0'C(So5),ilenréBiilleqHece 
dernier H*e9t que les deux ti€M de Tautre. 

•4 

3i3. Conclusion^ Je n'ai donné dans ce qui précà^ft 
que les propositions nécessaires à la mesure des aires et 
des volumes*^ niaislamanièreâ'eifeiCtuerle^ multiplicar 
tions prescrites par les énoncés ou formules générales, 
qui complète les règles du toisé tant des surfaces que de^ 
corps , estsufiisamment indiquée dansl^&art. vtil etsuiv. 
du SUPPLÉMENT au T^raité élémentaire d^ Arithmétique , 
placé en tête du présent Ouvrage. Poui* connaître la 
théorie des intersections des plan? et des surfaces courbes 
qui forme le Complément des Elémens de Géométrie 
envisagés dans toute* leur étendue , lès Lecteurs pour- 
ront recourir aux Essais âe Géométrie sur les plans et 
le$ mrfaces courbes (pu Elmens de Géométrie des^ 
cdptive ) , 5™« édition. 

Quant aux corps. réguliers, ou polyèdres terminés pav 
des polygones réguliers égaux , formant des angles 
dièdres égaux ^ ib sont traités avec beaucoup de détait 
dans la Géomélfie de M. Legendre. Je me boFnarai à 
montrer ici que le nombre de ces corps ne saurait ^nçpas- 
ser cinq ^ et qu'ils ne peuvent être formée qae p^r d^s 
triangles équilatéraux y ou desquarrés^ ou des penta- 
gones. Cela se voit eii' observaiit que puisque la 
somme des angles pïans qui composent un angle po- 
lyèdre doit être moindre que quatre droits (aaÇ) , on ne 
peut, avec Xf(Ât hexagones seulement^ former un angle 
trièdre; car fa somme des trois angles ptan« serait alors 
bgAe à quatre droits (8â ) : à plus forte raison ne sau- 
rait-on employer plus de trois hexagones ou des poly- 
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ffntes d'un plus grand noxtùyte de côtés. Il suit de M 
que l'on peut assembler trois ^ quatre ou cinq triangles 
équilatéraux pour fitmier -chaque angle polyèdre , et 
seulement trois qntfrés ou trois pentagones^ ce qui 
fonmit en efiPet cinqtjofps. 

Celui dont les angles sont ttièdres et les faces trian- 
gulaires, est le tétraèdre régulier ^ formé de quatre 
triaa^'éqBiiaifeinittKy^g^ l5fl. pj^ ,5^ 

Votlmèdre régulier a ses ai^es tétraèdrai» j etest formé 
pur limt triangles équilatéraux ,Jig. 1 53. PIq^ ,53^ 

L'ic&Mèdm n Wê é&gles penttièdres , et e^ formé par 
vingt triangles équilatéraux, Jî^. i54. ' FIG. 154. 

L'hexaèdre ou cubez, ses^ngles trièdres, et est formé 
par six quarrés égaux ,^. 1 55. FIG. 1 55. 

Le c{o<2ecaé«Ir94i4iii0sise8^fi^e8 trîédres, et est formé 
|>ar douze pentagotaesy^g. i56. ^IQ. i56. 



ADIWIÔK à la Note de la page gS. 

Cecu: iacoiQineiisnrabUJU: de la di^i^onaie avec J« cô(é,du quarréy 
% laquelle, par une exagération assez singiiirére. Fiston {des Lois ^ 
Ihrre 7, vers la fin) attachait une importance telle, qu'il regardait 
comme indigne du nom d^homAe'celm^oil'igoorait, te^troute de- 
fflODtrëe a la fin du dixième livre àea^^.Klémens d^Evvlide, et dans 
piosienrs des traites ui o d e rn ts. 

Vaici commftot M. John Leslia r^taUii, en terminant le \* livre 
de ses E/emsnts ofùeàmetry. 

Soit ABCfJig» 84^ » nn triangle recungle et isocèle, moitié d'an FIG. 84^ 
quarté; qu'on porte le c6te AB sur la diagonale ACy .deC en E, 
<{nW ùjf^ SEt et que, par le point E^ on mènei£jPper|)endiculairc 
sar ACn on verra que le triangle 9f /^est^notèle ; car si des angles 
droiu CBFet CEE, on M«Ma«h*4et angles égaux CEE et CEE dn 
triangle BEC y isocèle .par cooatruction, il reste les angles EBFet 
FEB <^aax : donc EF^BE, De plus, l'angle BAC, ou FAE, 
ttant la moitié d'un droit , il en est ae n^me de J'angle AFE; dune 
le triangle AÊFeBi Isocèle j par œnsequetat f'Fr:: AE^ et est < AP'. 
Aitairexcèi AEâe^lu âiaaonaie AC sur te cêté AH, est contenu 
dansée côté deux fois awS un ntstê. 

Soit AH ce reste) <H»mne il- en daiv le triangle rectangle et iso- 
cèle AEF, ce qu'est AE dans le triangle ABCy il sera donc con- 
tehn^àâùM'AE'mtiX'îbh avtMiin'Mice/Soh .^^denouYeau- reste, et 
AHIU triangle rectan^e et isocèle construit sur ^If comme côté; le 
reste AL sera de même contelludans AH deux fois avec un re&te, 
et ainsi de snite, sans que jamais l'opération puisse être terminée, 



^l6 ADDITION A tA. NQTE DE LA PAGE gS. 

<|tiQiqiie les restes aillent toajonrs e^ déeroiuaait ; 4onc AC et AB 
if cnt point de commane mesure. ^ 

La «ui te des égalités - 

AB^iiAE^AÙ, 
AE^^AH + AL, 

etc., 

fournît des approximations du rapport de AC avec ABj d'autant 
plus exactes ^*on la pousse plus loin , ou q[ne le reste qu'on néglige 
est plus petit. Si c'est au reste AL que l'on s^arvéte/oa trouera 

AU^iALy d'où AB = i lAL, AC^ i'jAl et ^ = 12. 

.AB ■ 12 

. Cette même suite oondnk à une fraction C0Qtinn« d'une forme 
très remarquable. On a d'abord 

AC ^ AE 

ÂS'^'^Ai^ 

pois on obtient ... 

AE AE _ î 

'M^hAB^ÂR TaR* 

Aa AU 1 



AE^^AH'^AL''' . AV 

etc , 
en divisant les deux termes, de la seconde fraction de ctiaquc ligne , 
par le numérateur de cette fraction^ 
Delà on cofiqtut facilement que 

• ■ ^C _ . 1. _• • • i y • 



et en séneral , 

^ AC 



AE ' \ AL 



âS~^'*' 



a <^ Il II ti 'P* *i - • 



a -f- etc. , 

expression qui ne saurait jamais s^arréter, mais qui', par le proce'de 
indiqye' en Arithmétique ^ donne les approximations successives 

a' 5' la* 09' ^' ^^'' 
et qu'où ttouve aussi dans le Complément *dcs Elémens d'Aigèbre. 

FIN". 
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* AVIS nàcessaife pour tintelligence des . 

reniH)U aux figures. ' 

îti B. Pour rendre moina diffuse la nomenclature des 
lenyois aux figures , on a employé quatre sortes de lettres : 
des capitales droites ^ des capitales penchées , des petites 
romaines et des italiques. Les deux dernières sortes sont 
toujours aisées à distinguer entx'e elles; le lecteur pré- 
venu saisira sans peine la différence des capitales droites 
aux capitales penchées. La destination de chacune de 
ces espèces de lettres est expliquée dans le n^ 8. 
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' PREkïÈRÈ PÀiRTlèV 

OÙ Von considère les Plané et ' la SpRê)re^ 

'J^WWwwMi'i I • ■■ ■■■■■! i* Mi g> ..i.^i ■» ■> I ^ti ii r », 1 1,1 i,»i^A^^aÉ*» iii t > # 

\* ;' ' . . , . , 

' '••;i2'>«' 

NOTIONS PRÉLlMïNAIRi&S. b 

Je vais conimezrçer par.e;qiqae^ #i»iâétaillA maDière 
dont on pci^t.r^MDB^fitier, à^Faide de rplumnrs plans ;« 
les différentiea p«rd«# d< i'espAiee/ettii faiciereoiititflirti' 

tes dinljBiiaioilat ' ; : «jr 

' 1. La poâitit>tt â*tlii pôiqt 3uf un plan est donne^ 
tflittijt les fois (^'on connaît celle de deux lignes gui 
passent pai'tcé^ini^ {tuisqù^il ne peut être qu*à leuif 

^liof^'t^ â "ploiienfs points à designer, le moyen' 
^B^èd^érapldiè'le'^lds ùômmuhMentdiçfis les construc-*' 
tiiàffis , «t ^i pid^ le jjliifr'commbde ,^ .consiste à prendre' 
<«ttt lignés AB» AC, petp'efadîcillaii'fe^, entre elles, et*p ^ 
âtôqnellès <m rappoite tous les p'cfînts du plan. Le 
point M, par exemple, serait donnl de positiàn, si on 
CompL de la Géom* B* édit« t 



Ffg. 1 oonnaiaaait sa plus courte distance à la ligne ÀB et su 
plus conne diitapce à lia ligne AC. En effet j^ si l'on 
/ prend AQ égale â la première, et (Jit'on mène QM pat 
rallèle à AB , le point proposé sera sur cette ligne } il sera 
pareillement sur PM parallèle i AC > et qui en est éloi« 
gnée de la qtiantîté ^P, distance du poiutM à cette 
dernière ; le point proposé étant commun aux ^ât^ 
lignes QM et PM , seta donc leur interseôtion M. 

De cette manière , on peut rapporter un dessin sur un 
^utre plan, en établissant des directiiiE^es telles que JJi^p 
AC t €t en mesurant les distances des points proposés à 
€es lignes; fl faudra seulement prendre ces directrices 
en dehors dtt dessin , on remarquer de qUel côté tombent 
les points que l'on considère» 

fl« Lorsqu'on embrasse les trois dimensions , on qa%â 
Tem £iire éonniâtre les cdl*ps , on suit une méthode anir* 
logue 4 la précédente y et qui est employée par les 
iarchitéctiM et les oonstlucteuts en général \ c'est celle 
des plans, profils et élévations, et dont voici l'esprit. 

Lorsqu'un point thï donné dans Tespac^e , on peut 
libaisfler de ce poist une perpen^cuMUl-èur an plan , et 
itae^aer.Ie point où le pian est rencontré par cette per<* 
^endiculaire : ce dernier sera la projection du j^remief 
sur le plan dont il s'agit ; la longueur de la partie de la 
perpendiculaire , interceptée entre le point et le ^jai^jV^ 
sera la hauteur dn point donné au-dessus du plan* . . . 

Supposons , pour fixer les idées, qu'on rapporle in* 
plan horizontal toot les points situça daivi l'i^spiace. an-' 
dessus de ce plan ; leurs pro)ections se trouTeront ai^e 
points où un fil à-plomb partant de ch/acuui vencontra-r 
rait le plan dont il s'agit; et les longueiirs 4^ ces fila 
^ donneraient les élévations des points prqpofés aH-dessfUt 
de leurs jpIrojeGtipns. 
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Il sntBrÂ donc, pour ea désigner qimiiielcooqiue-^ deFig. t. 
knarqtier sa pnq«ctiga $m le plaâ JiQri;(ontal » et défaire* 
connaître à part sa hauteur , soit en écrivant le nombre 
des mesures linéaires d'ufie échelle'^oiinée, qu'elle doit 
contenir y on en fixant une ligne pour la représeoti^r. 

Mais si Ton avait beaucoup de points i représenter de 
cette manière^ la multitude des nombres ou des lignée 
^*il faudrait écrire pour faire cxmiialtre leucs hauteurs 
deviendrait endbarrassante ; à la vérité} on poiinak les 
porter toutes sur une miftme Ugae^ qui deviendrait 
i'édbeHe des hauteure* Ce moyen, peut être empierré 
qoelquefoù avec avantage ; mais il a rinoonvénÎMlt de^ 
confondre les bauteuxs des différens points i sans, avoir; 
égud a la situation paitienlière de leurs projertioui : 
ta voioi un autre qui est.exempt de.c^s défauts* / . . . 

3. Si on conçoit que par hné'tîgne quelconque du 
pian horizontal , on ait élevé un plan qui soit jperpen-r, 
diculaire à celui-ci ^ et que de chacun des points pro^ 
poséa^ane l'espace , on mène une perpendîcnlaîre sur 
ce pUPl^érticali elle déterminera par son pied dans ce 
plan^ une deuxième projection du point donnée qui se 
trcvivera placée, au-dessus du plan horizontal,. à la 
isibe hauteur que |e point donné, . 

A&si , BAC représente le plan horizontal, DAB leKs* ^ 
phn vertical mené par la ligne AB } du point M pris 
dans Pespace , on a abaissé sur le plan horizontal ^ la 
perpeadienlaire MM', et. son pied AT e^t la projection 
horizontale du point domu6. 

Par le poii|t M » on a mené HM* peipendicnlaira m»t, 
le plan DAB y et le point 1^' «et la projection wticiAa 
decem#pî^poiflS;.;| .. ' . . ,...,.' 

Les, .deux 'lignes MM' » WM' , i|Oi}t éi[idemment d^aa 
(m même plan ^ puiaqv'eUes ^^ xiouf^fïfi^i la ligne 

ti* 






Ffg« ii.-qu'oUttltnerair^nèîe plan horizontal ^yhfpetïâknVài'^ 
remetit i la commaïie Bectien AB de o« p)aâ avec te plan 
Vèriîeali ferait perpefidicïtlaii»b'à ce dernier; elle serait 
dbWà parallèle à MM^ ,' et ces Itoi» lignes seraient dans 
un mèéée plan per{)éddipa1aif>e à lafiê^îs anpten yërfîeat 
etiâiJ^^lanb^iKonfàl'x puisqu'ilserait perpendiculaire à 
Unthontaitine sëc\ion'QGëo^,\ t^ ; âf i ë^^ Il est évident 
qi*e M M? ^ëW fegaïè âfMM% et qûiQ fmr conséquent la: • 
pf(ij^ti^ti*véri<iealWiMt éisFtÀ la nciétfi^ilifiMktéttrattidessw 
di-planhwfedtttel, i^tie le point Mv 'r *'> î ■ * 
-'Etit5péraht»séti¥b[lab>t^^«nt^ouri«'poihtP', on aora 
^» deasi projections t^-et P'^ ; etl'bn voit^qi^ le& porpjeo-; 
tSonsirertiîmlesM^V^^ ^''âonnieront ies t^auteurs des points 
prdf^iidBéti iaiùHdesstoi dà plan hoIrhBODtal ; tandis! que. les 
projectionii'M', P', nur^celui^'ei , donaeroiftiles distance» 
des points proposés, au^lan vertical. . . 

'Cette manière de .reufés£Dter les points situes dains 
Tespace',. est connue dans les arts sous le nom de mé^ 
thodè aesptojections. 

] L'architecte, pour représenter les^artiesauné^ifice^ 

imagine d^abord. un plan horizontal^ siir 'lequel fl^xapH 

porte iepied des diverses parties qui composant cet édt- 

&ce. De dessin qui résulte dé cette opération s'appetlf 

plan géùm^tral, et i} fait connaître la situation respec- 

'^ " 'tSWdes projèctipns dés points remarquables de rédifice 

j^fèfpoS^é , ^ràpp^hés* sUr le pl^i horizontal , 'piar des îigne^ 

ï^^r^il.âîcùlâir'es^'àlir ce plaiï)' ôti'à-plottb, 7^^' * ' ' 

^*>6lir 'aôhevéf'dê deterniinér'lâ léitûatiôii des points 

remarquables de son édifice ;'Vkt*dhitecte cbhçoît ensuite 

pÉt Hiie'KgniB^tfbiinée (lans' lé plan ^éA&éfWl , un plan 

pè^ppërid fcttlàii^e au t)rémî* , ^ paîKbéîAséqtft rit ^érdcal , 

sur lequel il rapporte les objets , à la Ifeiitéuhoù îli'sont 

]^î*èéJ''àu-afeôsù8 dtf'ï^an' horizontal; k figtire'^î en 

^ike /irppèUè ti>upè ou prbftt; H eilei passe: daii^ Vin* 
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térieiir da. b&uniQpt ; «t él4y^fti^ $ -A eU« a'^a foit. voir 

que les parties idXt^rieiMrei. ..... ^' *' 

Le profiLy^ipai quç réléyation-yd^M^^tl^ hauteurs 
de iiiacim des points qj^i «'y -.trpiiyeat contenus^ ^\i^ 
desips du pl^n liori2)(|iital r^préa^té par la lignf d» 
tezTe»,ott ^ar «qa inters^ctioa.av/ec 1^ plaayertical ^dt 
lequel pette £guree8ttCQnetj:u&e.;.eUe n'est dQncaatr^ 
chose que Teiiden^ble des (jUiFérenei pointa reiiiAi:qii^le8» 
rapportés ou projetés sor un plan vertical , par des lignas 
qui sont perpendiculaires i ce piail. 

Quant aiix dimensions inclinées sur 1e prôRl et sut 1# 
plan géométraly il est aisé de voir qu*elles ne sauraient 
j être représentées dans leur longueur naturelle.; et 
c'est .à lea déterminer que s'applique la par^e da la 
Géoioétrie que nous allons traiter. • 

Nous imaginerons donc que les polikts de l'espaç^ 
sont rapportés à deux pians perpeçdiculaires entre eux, 
qu'on peut se représenter par I un des mus^ vertiôaux 
d*nne chambre et par son plancHer. 

4- Cela posé, si 1*09 conçoit une droite sitnée(4*nii9 
iwiîère quelconque d^ns Tespaee, et que de cbacoo ■ S' 
de ses pottits on iabaisse des perpendiculaisea^sur Vam 
des deux plans choisis , l.*horizoi^l;ft4Cy p^r exeis^ile; 
toutes oeA perpendicplaîjres» telles <|ue.lIAl\ étant pa^r 
raSèles^ et passant par une. même ligne, se .tnMiveirQnt 
dans unmême plan .qoi sera perpendiculaire au plah 
hmzontal'XGéom. 194»^09<)? i 

L'intensei^ioAM'Pif' contiendra évidemment lei pîfdi 
de tout#ft U^ pea^endiculair^ , el; sera .par «conséquent 
iapm/ee«iâi»sur'Le plM bfifi0^atjit^4alîi dro^ ptafifH 
•éeMN..^ .. . ^ . • • ' o.î' i'i 

On aura une image sensible d^ ce qui yieiit d*ét9rk àiU 
fi Ton se rejprésenteuneijpfgeinPe^Ie plM« 4#P.tt''* 
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fig. 3. chambre > et de chacun des points de laqàel}e pendent! 
des fils à-plomb jusqu'à la rencontre dû pkmdier. "* 

Cbnceyons à préseiit que dé clmcftn ûes points* de 
là droite proposée, on ait abaissa des perpendicukirea 
HCM^, sur le plan tertrcàl BAD; elles détermineront 
un nouveau plan perpendicnlàire à celui-^'cî : l'un et 
Tautre se reùcontreront suivant M*N* , projection de 
la droite proposée sut le plan vertical; ' 

5. Nous nommerons plans coordonnés ou plans d^ 
projection y ceux sur lesquels on projette.* Les plans 
formés par rensemble des perpendiculaires abaissées 
de la droite sur ebacun des jplàns côojrdonnés , seront 
désignés sous le nom de plans profetans. 

Il suit dé leur génération que tous deux passent par 
la ligne proposée , et par conséquent qu elle est leur 
commune secflon. 

6. De là découle la manière dont une droite est dé- 
terminée y lorsqu'on a ses projections sur les plans coôr^ 
donnés. Il faut concevoir deux nouveaux plans «levés 
chacun perpendiculairement 6ur l'un de ceux-ci > et 
passant par les projections de la droite prtq>08ée ; leur 
rencontre déterminera cette ligne* £n géhéral', demêaie 
qu'un point est donné sur un plan lorsqu'on teoBBaît 
deux droites qui le contiennent» de même aussi une 
ligne est déterminé» dans Fespaoe lorsqu'on r connaît 
deux plans dans chacun désuets elle se trouvée. 

f Ig^ A Ainsi M'N' étant la projection ma le plan horizonlal , 
^ne lign« donnée dans l'espace, et JifN' sa projection 
sur le plan vertical» si on cmiçoit \m plan»0"M'N' 
V^mS" perpen£culaireS| l'un an plan horizontal, et 
Tautre au plan vertical » leur rencontre mutuelle M'N 
pera la droite proposée» 

'y.n^restetnaibtenant à dSteer les tàofem de dé* 



l«fBBii«r Qft plan. Oa «ait qno trob.points es fixent la Fig* 4* 
p06ilioB| oa , ce qm rtricnt an même , que dans droites 
qui ae ooi^>ent déteiminant an plan ( Géom. 19?) jFig. s. 
aQQfl dirons en conséquence qa'il est donné, tontes les 
fob que nons connaitrons ses communes sections avec 
diaeao ^es plans coordonnés, puisqu'on aura deux 
droites par diacnne desquelles il doit passer. Le plan 
EGF' est donné par ses commanes sedions CET etGF'» 
avec les plans coordonnés BAC et DAB. 

Pour se peindre ^tte situation du plan proposé , on 
n*a qn*à se représenter une espèce de toit, placé obli* 
qnaaient an plancher et au mur d*uoe chambre, 

Nons ramènerons toutes les autres manières de dé- 
terminer un plan i la précédente, après qae nous au- 
tùûê établi nos conrentions, soit pour les figures , soit 
pour le langage , afin dé mettre le lecteur à portée de 
se peindre exactement dans leurs positions naturelles, 
les opérations que nous aurons à exécuter, 

8. Connue il est important de bien conceToir ces 
premières notions , finvite le lecteur i construire lui- 
même en relief, avec des cartons, les premières figures; 
et pour que cela lui soit plus facile , je les ai fût gra- 
ver en plein. 

lionqn'on trouvera deux figures au trait pour It 
nême snfet , l'une sera en perspective, et l'autss ex-» 
primera la construction nielle , telle qu'elle doit être 
exécutée : dans la première , les lignes ou les parties 
de ligiies marquées par des petits points ronds , seront^ 
celles qni sont recouvertes par des plans , et qu'on ne 
saurait Toir qu'en 8upposantceu»-ci transparens* 

Pour aider eneore à concevoir la position respeccftre 
des parties de la figure, tous les points située sur le 
plan lionxonlIL sont délignés par dn lettres marquées 
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^g. S^ d'u|i a^Qeiit; celles .qui «n portent, deux appaitiennent 
aux pQi]:^tâ(,du p)aa;.f;ertica) ; les lettres .italiques' ou 
penchées j sont aur. la commune section de œs deux 
plans ; enfin les points de Tespace portent des lettres 
non.acoentuéeis. 

: J'excepte de cette manière d'accentuer, ks quatre 
lettres A, B^ C, D, constamment affectées aux ligues 
qui détemiinent les plans coordonnés , et ne pouvant , 
par cette raison , causer d'^embarras. ' 

Dans la figuce de construction , fies données et les ré- 
f ultats- soi^t toujpurs exprimés par deâ lignes titées en 
plein y et celles qu'il faut mener pour la solji^tion sont 
seulement ponctuées ; les lettres y so^t d's^iUeurd les 
mêmes que dans la figure en pçrspectivei/ 

Pour la construction^ les deux plao^ coordonnés n'en 
font plus, qu'un seul -, car on suppose .toujours que le 
plan vertical ait tourné autour de sa commune «ection 
avec le plan horizont^ , jusqu'à pe qu'il soit arrivé dans; 
le prolongement de ce dernier , a|psi qu'on le voit , 

fig. 6. fig; 6. Dans ce mouveipent, toute Jîgne perpendicu- 
laire à Taxe AB de rotation, telle que /'F' , décrit un 
plan perpendiculaire à cet axe (Géom. 198). Il suit 
de là qu'elle vient s'appliquer dans ia çommùrie sec- 
tion de ce plan avec le plan horizontal, et par censé- 
ment qu'elle tombe dans lé prolongement de VP qui 
rencontre l'axe AB à angles droits , au point P. 
' Cette tïîconàtancè mérite 'd'être remarquée; car il 
en fééiilte que les deux projections d'un même point 
doivMit se trouver sut* une même' ligne plerpendiculaire 
à celle fpii sépare , dans la figure , le plan horizontal du 
plan vertical. * ' 

KoasdéBigtieromi pour la facilité du langage, lorsque 
les circonstances ne s'y opposeront pas, sous le nom de 
jjfUm hotùsonialj' celui auquel les joints de l'^pace sont 
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* priniitiveinentnipportés , en sorte que toiitplanpeïpen-Fig. 0, 
dicnlaîre i celui-ei, sera un plan vertical: les* aûtires 
seront appelés en général plans inclinés. 

Nos deux plans coordonnés seront donc , l'un horî^ 
zont^I et l'autre vertical : les^projectiois sur le pre- 
inîer seront appelées projections hori^ntales, et en 
effet» elles se trouveront dans la situation désignée par 
le mot horizontal; mais pour abr^er^ nou» appelle- 
rons aussi /7ro;ec^ioiu v^rticfiles celles qui seront situées 
dans le plan vertical , quoiqu'elles ne «oient pa;i tou« 
jours dirigées verticalement; car l'expression verticale 
emporte avec elle l'idée d'une droite perpendiculaire 
an plan horizontal » et le plus souvent , la projection 
verticale d'i^nç ligise quelconque sera inclinée par vap* 
port 4 ce plan : mais alors , il faudra seulement en- 
tende que la projection dont on parle est faite sur le 
plan ve^icalt 

DU PLAN ET DE LA LIGNE DROITE. v 

%* Un plan est donc donné , ainsi qu*on Ta vu plus 
hant t toutes les fois qu'on a«ses deux oommupet sectio&s 
avec chacuJi des plans coordonnés. 

Lorsque le plan proposé sera perpendiculaire au plaa 
horizontal » il est clair que sa commune section avea 
le plan vertical «sei?a perpepdicidaire a la . ligne AB 
(G^'om. sic); par conséquent le plan désigné ^r les pig. ^. 
lignes N^iV, N'^\ est perpendiculaire au plan horizon-* 
tal ABC , puisque sa commune section N"iV avec le, 
pian vei:tica] est perpendiculaire sur AB. 

Leiplan WM^Y (*) est perpendiculaire sur le plan 

(*) La lettre M étant coq^mune laz deux intersections du plan 
propose' avec les plans coordonne' il est inutile de la répéter, et 
ce plan sera désigna par M'JfM*' ^ ainsi des autres. 



^O OQMPLÉMENT 

P*g' 7. rerCiBal /parce q«e ta commnne secltoo avec le {J^ft 
horiacontal est perpendicalaire à AB* 

10* Puisque les plans profetans sontperpendîcnlairea. 
sur les plans coordonnés auxquels ils sont relatifs , il suit 
de li qu'un plan perpendiculaire à Tun des plans coor^ 
donnés peut être regardé comme le plan projetant de 
toutes les droites qui s'y trouvent placées ; ainsi tOBte 
ligne située dans le plan M'ibfM' , aura pour projectîoa 
sur le plan vertical la ligne MVP : par la même raison ^ 
le plan IT/VN', perpendiculaire sur le plan horizontal, 
serait le plan projetant de toutes les lignes qu'il contien- 
drait , et qui auraient iVN' pour projection sur le plan 
horizoatal. ' 

Il suit de 1 jfqu'une même ligne prise sur nn des plans 
coordonnés^ peut être la projection d'une infinité de 
lignes droites; mais quand on embrasse les deux pro« 
jections à la fois» elles ne sauraient convenir qn^^ une 
seule droite. En elTet^ la ligne dont les projections sont 
WM tt'NN\ ne peut résulter que de la commune 
eectioa des deux plans projetans W3Œf. et N'iVK\. 

11. Les points P* et P' sont ceux où la ligne propo* 
eée rencontre le plan vertical et le- plan herisostal; car 
le point P*! par exemple > étant sur la commune section 
JIM* de Tun des plans projetans avec le plan vertical , 
et se trouvant aussi dans la commune section iVN^ de 
Tautre plan projetant avec le même plan vertical , il est 
à la feisdans la ligne proposée qui est la commune sec- 
tion des deux plans projetans , et dans le plim vertical « 
On laisonneraitcle mtoie pour le point P'i par rapport 
au plan horkontal. ' 

De là suit la manière de trouver le point où une ligne 
droite rencontre Fun des plans coordonnés» quand on 
com^ait ses projections. Ei^ effet, par le point M où la 
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pr6}ecrion verticale MW rencontra k pian hofteontal , ^ '8* 7« 
menons. la ligne MW y perpendkmlaire à AB^Blle ira 
conper la projection korizontate iVN' an un point F, 
qui sera le point où la ligne proposée rencontre le plan 
horizontal : on cirerait de œénia po«r le plan ver- 
tical. 

Quoique les diverses parties de cette opération s'exé* 
cutent sur plusiears plans , elles peayent s'effectuer sur 
Yin seul de la manière sviraute. 

On concevra que le plan DAB ait tom-né autour de 
ABy jusqu'à ce qu'il soit arrivé dans le prolongement 
du plan BAC; aucune des ligues qu'il contient n'éprou- 
vera de changement dans cette rotation , et l'on pourra 
ezécniter les opératicms qui j sont indiquées, comme 
•*il était relevé. Il est facile de s'en convaincre en appli- 
quant à la seconde figure, les raisonnemens qui ont été 
faits sur la première. 

19. Remarque. Il pourrait arriver que les projections 
JlfM' et NSf fussent disposées comme on le voit ici^Fig. 8. 
^lors la perpendiculaire Nt^", élevée sur la ligne AB , 
ne saurait rencontrer la projection sur le plan vctrtical 
dans la partie B AD : cela vent dire que la ligne piropo- 
aée P^P' passe au-dessous du plan horiyontal » et va 
rencontrer. le plan vertical dans un point P% inférieiiJ^ 
â la commune section AB* 

En général, dans toutes les oonstmotioas, il £Eiat re« 
garder les plabs Comme indéfinis; et si on conçoit ^ue 
DAB tourne afotônr de AB, la partie supédeure de ce 
plan s'appliquera sur ABE àtam le plan faorioontal , et - 
la par tie inférieure viendra se coudher sur l'espace BAC : 
il faudra donc considérer la partie autérienre du plan 
liorizomal 9 et la partie infétieure du plan vertical comm» 
api^iquéei Vwe mft l'autre » et il en sera de même de la. 



Fig. 8..partîe postérieure du piatn faoyrizoïHfil , et de là partie 
supérieure du plaâ vertioft). C*èst alors (|u!il est utile 
de distinguer par un caractère particulier ^ ajUisi que je 
J^aifait , les points qui appartiennent au pkn' vertical , 
de ceux qui se:lrou#«nt sur le plan horizontal f avec ce 
' 6oin on ne craint point de se méprendre. On voit. dan« 
Texemplè que j'ai mis< i^ous le» yeux» que le point P", 
qupiqpe.d^ns Tespace BAC ^Q^Jigure}, doit être con^ 
sidéré comme appartenant au plan vertical. 

Si la lign'e au lieu d'être donnée par ses dçux pl^ns 
projetans » rétait par deux plans quelconc^ues ,. on en 
trouverait les projections de la manière suivante , qui 
fera toujours connaître l'intersection de deux pland. 

PROBLÈME. . » 

• i3. Deux plans étant donnés ^ trouver les projections 
de la ligTîe qui est leur intersection. 

On remarquera que lorsque les communes sections 
des plans proposés , avec un même plan coordonné / se 
reiicontitent , le point où cela a lieu est éommun aux 
deux plans proposésr, et appartient par conséquent à la 
droite qu'on cherche. )::;•«.- 

pjg. g. Soient donc M'MW etîTiVN'' les deux plans pro- 
posés ;'il est clair que le point P^ est celui' où ces deux 
plans rencontrent • à là fois le plan horizontal A B C : 
c'est donc un des points de la droite cherchée. Le point 
Q' appartient évidemment à la commune àection des 
dewc plans proposés avec le plan vertical ; et par con- 
séquent ce sera encore un de ceux de la ligné cherchées 
]a. question est donc réduite à mener* une ligne par deux 
points. Mais il est évident qûé cha(5une des prof eétions 
de cette droite doit passer par lés prdjê^o^â^ qtre les 
fM)int3 donnés- ont sur le plan où die se trouve : le 
point F situé dans le plan horizontal n'a d'autr^e p.ror 
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jectioQ :(pie. liurQiénie; là prc^^p^ sur Is pUm hori-.Fig. 9* ' 
zental 4u point Q* qiii f|8t- daias le pUo yertical » >q - 
trouv.^r^ AM point Q détçi^aûiié par la perpendiculaire ^ 
Q".Q abeiaaée sur AB : tu^ant dQi^c par le« points P' "Çt Q. 
une droite ^ ce sera la prçgectiQn horizontale de laligpfd .; 
cherchée. 

Si X10U3 rapportons maintep^nf le point P', snr le plan * 
vertical , par la l^oe V'P perpendicnlaire à ce . plan » 
ntm fuf 9^ 1^ 4eia p^int^' P e%^ Q' par lesqueli doit 
muiçr l^pf o]ectipi|. Tertif^Q de^la droite cbo'çhée* 

14. Remarques. Si lés inteï^ectiond ^TN' et JlfM'ï"ig. 10. 
des plans proposés avec un des pl^ns coordonnés , l'ho» 
rizontal , par exempté ^ étaient parallèles entre elles , 
sjors.lea den^^plam se coopéraient dans .jone li^e pa- 
rallèle au plan horizontal > et dont on connaîtrait pa 
point ^ savoir A le point P*. Il est évident que cette ligue 
serait de plus parallèle à |*une et à Tautre des cpm-^ 
munes séçtîops iVj^'^ Mtl^, âfis pjdns proposés ayec le. 
plan horizoQt^l ; car si le ^^ontraire avait lieu.. les deux 
premiers se rencontreraient d^ns un tpéme point du 
troisième» et par conséquent. Ieups.^çph^p];iesseqtiojaai 
avec çclui-cîne sejraient pas j[)^f,^^ça, ', [ ' \ * / 

La questiçn (^t alors. j^men^e.i^ trouver lc;s proj^ec^j 
tiens d*ui^e ligne droite, qpi passe p?f un ppjn^ donné i^ 
et qui est. pai^allèle à wjp .^»t^ç ^^gny confne ;.,ef .pou* 
la résogidrona bientôt... . . .j, ('..>/{ Ô. , .*| • 

Il peut arriver encore que les isommunes sectioi?*, ^esFîg. 11. 
plans proposés ne se reDco;9^^t m^ sur l'un des pil^s 
coQrflonnis^]^ ni sur lautr^ j ,ft.içe passe présent^f^ ^9^^ 
les: fois ^e les pjans proposé^ 'iB«ront leur .inter^qlio/L 
PP Çîfrallèle à li| ligne AQ.,^our,t^9P|i^er j^lors liiater-- 
aectioiji '<Jes pj^$ prifpoçés,» il faudra. Ifs rapporter àiv 
un .trjïîsièine , que ppur.plus d)& .^çij^^t^. p;i.:^tippppejr^. 
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t*i^. ii'perpendfciilaire aux deux pretnieis plans cooMonnét. 
Nous ne nous arrêterons pas à traiter ce cas en partît 
ctiTîer^ parce qu'étant unique ^ on peut Téviter dans les 
premières opérations ^ et il sera facile d'jr avoir égard 
lorsqu'on sera familiarbé avec les constructions qui vont 
suivre. 

i5. En&a il est aisé de voir que Us plans proposés 
seront parallèles entre eux ^ lorsque leurs communes 
sectivnsavec chacun d^s plans coordonnés' seront pa*- 
rallètes entre elles ^ sttns têtre néanmoins à la eom^ 
mune s^iw de ces plans (^Géom. Ski j )^ 

PKOBLÈME. 

• • • - ^ • ■ . • • r 

' ié.' 'Prouver les projections de lÙ Egne qui passé pat' 
deux points donnés. ' 

Nous avons, dans le problème précédent^ fait passer 
VLUfi ligne par deux points , Tun situé dans le plan fad- 
rizontal» et l'autre. dans lé plan, wtical; mais si les, 
deux points proposés étaient situés d'une hianfère quel- 
conque dans l'espace, la construction ne serait pas dîf-^ 
Fig. ixféYènte. Pour avo^r les projections Ae la droite qui 
passe par ces deux poilits , il suffirait de mener dans 
te pilan vertical /tine ligne par les deux projections 
verticales de ces pôSnls ; ce serait la projection ver- 
ticale Ûe la ligné dentandéei^ne opération semblable 
sur le plan horizontal donnerait la projection hori- 
zontale:' v.> ,/ 

"M', îî', sont Tés projections horizontales des points 
ST , Sf, "pris sur la droite proposée ; et M*, W, sont leuH 
prdjécffinns verticales. Si on conçoit qdé le plan profe- 
tàntlATTN'M^ qui tehferme la ligne j^roposée^ tôùrncf 
"autour de sa èpmttiune section M'N' avec le plan ho^ 
rizontal , et vieniïe éexducher sur té derniet| les l!gne# 
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tt'H, ITNy MNf ne changeront point d^ grandeur » Fîg. lA 
et coaâenreront la mémetitnation par rapport à M'N^. 
Il «nit de là gne Ton pent trouver la distance réelle des 
deux points proposés ^ en élevant snr la projection ho- 
rizontale M'M^ les perpendiculaires M' M» îi'N égales 
kMWetkNJH'. 

On voit ici l'oti^ne d*une méthode qui est tonjoflri 
employée pour obtenir les dimensions féeUei.des par-* 
ties deréteodue» et 40I oonsistiiB à rapporlejf ces parliae 
«tir le plan oà aUe» sie trouvent aatfvellement ,. on uÊt 
tm autre parallèle à œhii-U. 

17» j *Coro/2am. Ce qui précède nous fournlAi une 
naaière de désigner une droite dans l'espace , qui peut 
être^Dift utile dans beaucoup de circonstances : c'est de 
toncevoir le plan vertical passant par la droite, et de 
le fiure tourner autour de la projection de cette droite 
sur le plan horizontal , pour le coucher sur celui-ci^ 
ear on roit que tous les points de la ligne MN sont 
situé» ^ relativement i ceux de sa projection horizon-^ 
talé ]IFN^ comme ils le sont dans Tespace. 

Si l'on voulait avoir Tangle que cette droite forme 
avec sa projection horizontale , il sufiSraît de proloâfger 
M'N^ et MIT jusqu*i leur rencontre mutuelle, ou de 
mener , par tm pomt quelconque de WîV, une parallèle 
àMN, 

i8. â* Corollairem Nous tirerons encore d^Iâla ma^ 
bière de ttonver la position d*un point de l'espace situé 
dans Une ligne droite donnée , lorsqu'on connaît la pro« 
jeetion de ce point sur l'un des plans coordonnés , l'ho-^. 
riaeiilal > par exemple» et ks projections de la droite. 
Soit N' Ift projection horizontale du point -denMmdé ; 
on abaislera N^iV perpendiculairement sur AB , et - 
éttvaat lŒ* auisi à angle <h:oit anr. cette ligtie , le 



^%. i^. poinl.fi' sera la |)rojection veiticale du pojnt cfh^féhé'^ 
et iVN" Qn 8er« la haoteivir au^jeasus du pha BAC^ 
Dj^ns laçoii^tractipn réelle,, il suIHra de prolonger N'If 
jusqu'à la rencontre de la projection verticale M^'N" de 
la>^pi|e proposée. 

1 g . Remarque, Lorsque sur le même plan' coordonné^ 
l€!8'{itKy|'ectiôiû''dë deux lignes se (ioupent^ ii nèïiiant 
^pa»; Gcrticlttire que lés lignes «lies - inêmes ^ se coupent 
mèii i'csr'ïi^*e^ ^t pas de l'espacé ^olâmè'd'iin'pla» : 
dansvc^âerniep ûBi^j-ûdax lignés qui iiie 9e%.t<pté pkr^" 
lèles se rencontrent toujours vinnis-dâûis^^e^paii^ elles 
« peJyyeBlt3ft.^r()iser,d<^w lenrA^irncti , 

Iwie à/cété de l'autre,. , ^ i ' . I, • ^ • - . ♦ 

, r^Çcjur qétern^iner s'il. y aj. întersecjion^ om ^on^M-f^ 
yoir fi.la poii^t .de rçncQiitre ^es pf^eçtionç horî^a-f 
Fit?. i3 ta}e$j^;çtjC€j}i^l4es projections .verticat^j fie- cj^^ 
. *-'' '^" iJroitessf pQui^ent appartenir à un..ffi^mg,pqi|cj^ 4^.1'^ 
D^çet» c'est-à-rdire,, ai ces 'deux points sqnti.dana.upe 
même ligne perpei^diçulaire ^ AB (8)^ ^'^^qf!; 'Qui 
jçi'a.pasjiçu pppr Içs.j^oiajbs P* et Q' de la Çg*' jS ', xjiais 
.powrP'jei P'( de lafîg. i^. Il suit donc deli^qiieles deux 
.ligi^p^ repi}é|^pijcté^s d^a le second exempl^ se ti;ouveitl 

premier. ' \ J 

THÉORÈME. . .,, , 

^p^. J^TS^u^^de^K li^nf^i ^onj^ parallèles, ^ans, Hes^ 
pajce f ieurs pxQJectipns sur un mérç^plan son^\pçiffilfè(j^ 
.eji^tr)p elles, ,.,,. . ," .. ;. ^./i .... ... .,., ;. ,^..^^, 

^'g* »5...jîj6^\e|ret; lea4^u?c Uçn^si Nl^' etiQPf,ita9l.jpi«alT 
jè}^.f*r ,hypothc»ft , .e^t . îles dei;ix . drfû^A ; W Wf 0t Q QT 
rétaifti^us^i comni^j pet^l|di<siiilaif es^|iii^l«tt)<M)^ 
.AB,,|^i:pUnf pipje|^$,]VlfNJîî''iPl P'iQQ^ rçr^ftkAé- 
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fiéëesssirement parallèles entre eux {Géoni. ^^5), etcou-^»g- ^5; 
peront par Conséquent (e plan AB , suivant'deux droites 
M'N'et P'Q, parallèles entre elles. Il est Visible qne ces 
droites seront tes projections des {proposées M'N et FQ. 

Réciproquement, lorsque les projections de deux 
droites sont parallèles sur chacun des deux plans coor- 
donnés^ cej deux droites sont parallèles dans 1 espace; 
bar leâ plans projetans , perpendiculaires au m,ême plaa 
coordonné , passant par des projections parallèles sur ce 
plan , seront nécessàirenient parallèles entre eux : les 
plans projetâns relatifs à Tun des plans coordonnés cou- 
peront donb les plans projetaiis relatifs à râutre , sui- 
vant quatre droites d*abord parallèles deux à deux, 
comme intersections de deux plans parallèles avec un 
même plan ( Gëonn m 5), et dont ensuite chacune serai 

Îarallèle à deux autres placées dans des plans contigus* 
I suit de là que ces droites , parmi lesquelles se trouvent 
les proposées > seront toutes parallèles entre elles. 

SI. Hemarqhe, Il est à propos dé remarquer que lo 
parallélisme de deux droites* proposées ne saurait avoir 
liea, à moins ^ue leurs projections ne soient parallèles 
dans cliaque plan coordonné ; car elles pourraient l'être 
sur l'un d*eùx seuleriient, et cela ne prouverait autre 
chose, sinon que chacune des droites est réciproque- 
ment parallèle au plan projetant de l'autre . En effet, 
lorsque deux droites ne sont pas dains un même plan ^ 
on ne peut mener par l'une d'elles qû*un seul plan pa- 
rallèle à Fautre; et pour le détehulner, il n'y a qu'à 
imaginer par trn point quelconque de )k première, une 
ligne parallèle à là seconde; le plan qui passera par 
bette nouvelle Hgne et la première , léhsL celni qu'ont 
ëherche ( GëorH, î2 1 8). 
Il suit de ce qui précède , que pour que deux lignée 
Complém- de la Géom, 5* édit. a 
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tîg. i^é dan» l'espace soient parallèles entre elles , il fatit que 
chacune d'elles soit parallèle à deux plans qui ne le 
.soient pas entre eux; et alors une de ces lignes est pa- 
rallèle à tous les plans qu'on peut mener par 1 autre* 

PROBLÈME. 

' aa. Mener par un point donné [une ligne parallèle 
à une ligne donnée, 

n faut mener par les projections du point proposé ^ 
dans chaque plan coordonné , une ligne parallèle à la 
ptojection de la droite donnée sur ce plan; on aura 
ainsi les projections de la droite demandée , sur chaque 
plan coordonné. 
Fig- 16. p' et P* sont les projections du point donné; N'Jtf, 
N"M" /sont celles de la droite donnée : ainsi L'H', L'H^. 
seront celles de la droite' cherchée. 

PROBLÈME. 

û3. Trouver les projections d'un point 'lorsqu on con* 
^att trois plans ^ sur chacun desquels il est situé. 

Nous avons yii qu'un point était donné , lorsqu'on 
avait sa projection sur le plan horizontal et sur le plan 

'vertical; mais un point est aussi donné lorsqu'on a trois 
plans qui le contiennent. Alors ^ pour en trouver les 
projections y on cherche d'abord celtes de la commune 
section de deux quelconques des plans proposés ; cettç 

' ligne étant coupée par le troisième plan^ 4onnerajdao9 
son intersection , le point demandé. 

On .parvieqdra au même résultat , en cherchant ric-^ 
tersection de l'iin des deux premiers plans avec le troi- 
sième ; on aura par là une seconde droite qui sera dans 
le même plan que la première ; il sera facile de trouver 
le point de rencontre de ces deux lignes^ par ce qui a 
étéditpksh«ut(i3)< 
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Nous n'entrerons pas dans ie détail de ces diverses Fîga i^> 
opérations , qui n*auront point de difficulté , si on les 
exécute successivement , comme il a été dit pour cha- 
cune d'elles. On peut rendre le travail plus facile , en 
traçant au crayon toutes les lignes de construction , et 
ne mettant à l'encra que les résultats : lorsque chaqv^ 
opération partielle est finie ^ on efface les lignes qui s'y 
rapportent ^ et la figure alors n'est pas compIiqtiée4 

.a4« Remarque. La manière la. plus simple de faire 
connaître un point en employant trois plans , est de les 
supposer perpendiculaires entre eux ; et cela revient à 
donner les distances dii point proposé à trois autres 
plans parallèles à ceux-ci. ^ 

En effet, si on conçoit trois plans BAC, BAD etpig. ip 
1)AC, perpendiculaires entre eux^ et qu*on sache qu*un 
point M de Tespace est placé à une distance MM^ du 
premier, MM' du second, et MM* du trobième, il 
suit de la propriété qu'ont deux plans parallèles d'étra 
également éloignés l'un de l'autre dans tous leurs 
points 9 que si , aux distances données , ott mène les 
plans M■'MM^ M'TtfM', M"MM', respectivement pa- 
rallèles à chacun des plans BAC, BAD et DAC, le 
point proposé se trouvera dans leur rencontre mutuelle. 
, Les plans M^MM', M^MM^, M'IMM', forment, avec 
les plans coordonnés BAC, BAD, DAC, un parallé** 
lépipède rectangle. Si Ton mène la diagonale AM' dans 
la face hoxizontale , on aura , comme on sait i 

"AJÏVrrirâif V AÏS; 

fnàî^ i cause des parallèles,. MW est égale à MM', et 
Ailf Test à M*M; par conséquent 

ajï^^s'mSF'+mm*. . 

La diagonale Jntirieuré AM, menée du point de 

Si» 
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Ffg. 17. rencontre des trois plans coordonnés , au point propose'^ 
*st évidemment Thypoténuse d'iin triangle rectangliaf 
AM'M ^ et par ecfnséquent 

mettant ail lièù de AAf sa valeur^ irouyée plus haut ^ 
if en résultera 



AM = MM' + MM" + MM*' : 

6e gui fait voir que le quatre de ta distance d'un point 
quelconque de t espace à celui où les trois plans coov'^ 
donnés se rencontrent , est égal à la somme des quarrés 
de^ distante^ du point proposé à chacun de ces plans. 
* Trois plans qui se coupent forment huit angles trièdre^ ^ 

dans chacun desquels on peut trouver ùïi point sèmbla- 
blement placé ; àiai^ en désignant dé quel côté de ces 
plans tombent les distances donnéed ^ on particularisé 
l'angle trièdte que l'on considère. 

Lors(^ù*ûn point est donné par une ligne et un plan, 
cela retient au même que Vil était donné par trois 
plana ; car il faut employer au lieu de la ligne donnée 
ses deux plans projetans. 

PROBLÈME^ 

sS. I^rou^er Vintefsection d'un plan et d^ùnelighé 
droÎÈei 

On cherchera Fintersection dé l'un des plans projè- 
tans dé la droite donnée avec le plan ptopdsfé ; là ligné 
qui en résultera > se trouvant à la ïoh sur Tan et sur 
l'autre de c^ plans , rencontrera 1& ligne donnée dantf 
le point où celle-ci coupe le plan proposé. 
Fig. 18. Toutes ces opérations peuvent s'exécuter successite-» 
ment par ce qui a été dit, n^ i3 f H'^OW représente 1er 
plan donné; QQ" eXlftlL' soat Ma prôftctioud de W 
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droite dont on cherche la rencontre aveo te plan : par FIf . i6. 

ponfléguent T^^NW est Vun deaes plans projctansi cetvi 
qui est perpendtcnldré an plan horizontal ; M' et M' 
«ont'daox po«nC9 de la commune section de ce^lan* 
^Tec le plan donné : N'Jlf est donc la projection deTiiK 
terseptipn de ces planç , sur le plan vertical/ et P*^ la 
profectlôn^ sur le même plan, du point de rencontre 
ide la ligne qu*on vient de déterminer et de la lignç pro- 
posée ^ on, ce qui revient au mêmêj de l'intersection, 
du plan donné avec cette derniëipe, , < ; 

Si l'on mène P^P^ perpendiculairement 4 AB , elle dé- 
terminera ^ sur iVlVf, le point P^^ projection horizontaio 
du poiiit demandé. 

PROBLÈME. 

r sS. poiimiissanê les communes sectiom Sun pkm, 
q\fea chacyn de^^plfuyi coordonnées , construire ce plan / 
CÊS^à-dire^ trpuver pour chaque pç^t^t au plan horir- 
tentai f lahay^^rde celui qn^rb^iSQrf^ispQnd dans le 
plan incliné* - . ^\",i: 

Concevons que le plan prppçs^'^ Qr'GN'j soit çonpè.jrig, 19. 
p^r des plans verticaux, parallèles à ^^ çotn^duni^ a^f^-. 
tion avec le plan horizontal ; il iies^agira plu9 que d^ 
&ire passer par la projection du poiat dont on voudra 
connaître la haûteàr , un de ces plans verticaux et de 
construire sa libni^nne section avec le ^lan proposé. 
Soit ir la ptdfëtfrtbn du point cterétiè :il est évident 
{fueM^Njtàëhét ](>arallèlemenf à tf*<î représentera là"* 
commune^ ^sÉJcHon du plan, tertidàt , parallèle à cette' 
droite avec le plan horizontal"; et élevant iVN* perpen- 
^ahtiremedt'â'AB, on aura (i3 et 1 4) le point N*' où 
la ligne MS^ , intefoection du premier et du plan pro^ 
posé, rencontre 1^ plan coordonné DAB. Mais comme 
c^e ligne est parallèle au plan ABC, la hauteur de 
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Fig. i|>.teii6 «68 ^oinu auvdeSaM^^deoepIâtt «éMccAi&rinté'e't» 

défermiriée par iVN^. * 

Si. ori mène NTif» parallèleà Afl et M^M* p^rpendîV 

oolâîreàcette Bgnc, le point M'usera hpfdjèfetk>if d^ 

point dierché sur le plan yertîcal, : 

. • ■ ■ 

27. Pour avoir l'angle que le plan încImé'G'GN'' fait 
avec rhpnzqntal BAC , on imaginera du poiM M.' ^a^s 
le plaii horizontal, et du point M qui Idi corresponc}! 
dans le plan Incliné , des perpendiculaires abaissées sur" 
leur cç^mmune section GG' ; elles formwont le triangle 
rectangle M'G'M , dans lequel on çôni^aîtria GW et 
M'M, et que Ton pourra par conséquent' construire : 
l'angle M'G'M sera Pangle cherché. ' 

fl8. Remarques. Connaissant l'angle M'G'JI et la 
commune section G'6 du plan proposé avec le plan 
BAC, on pourrait cohslriiire le premièr^^dé^^èttcf ma- 
nière : par le poîhtM^ ptls'à «Volonté siif' le plan hon-^ 
zôntàl , on inènèraîïïV^M^ parallèle à^©Ô^ et aWm^^ 
la perpcDdiculaîre M'G', sur GG', on fekiît Tangle. 
MC-M' égal â Paâgl» donné f'p^^ 
hàtitear MM' du^oin^lf , au-dessus du plan hori^o'àf-' i 
tal\ isëraif déterminée; '. ' 



»: .>'î 



^99^ (Cette.m^nière de ^onner le g^^ p^est pas 4iiFié^) 
rente de 1^ pféc^dente ; car alor^s rjftnpjaç horizontai. 
r^tc le niême , et 1§ pjan^vertical s$ fiççpve fi^eçpendicti- 
laîre à la çonimty>ÇN section, du plan hoid^ntal aveçt, 
le plan incliné ; on pjend donc au lieu ^Q^rplan d^ ^ç^ 
jection BAD ^ le plan MG;]^|; . \; ol - •: . 

MG' est la di^tançç du point M à l^fQoipmune section; 
duplanN"GG'.^y^qlç..pJ[,anhorizonlailji ettsorame ellç 
est prisç perpendiculairement à GG(^ îjl .;$>n suit qu'e^ 
faisant tourner le plan proposé autoui; de cetteAjeriuèçe, 
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ponr le rabattre sar le plan horizontal , la dn)ite CM pjg, |^ 
Tiendra se coucher snr G'M' (8) : le point '!Af tom- 
bera alors en in. En opérant de même snr plnsienrs 
points , on trouverait leurs positions respectives dans 
le plan Q'GJH" qui les contient tons. 

3o. Si , cofnnaissani l'angle MG'M' et la conkmune' 
lection G^6, on Towlait trouver Tintersection du plan 
incliné avec le plan vertical ^ on y parviendtait eii me-' 
nant par un point quelconque M' de la ligne M'C per^^ 
pendiculairei la commune seëtion ; une parallèle à ce^e 
commune section , etjpàr* le point JV^ où elle rencontré** 
rdt le plan vertical , on élèverait if N' égale à XPM et 
perpendiculaire sur AB; par h; point N' ainsi trouvé 
et le point G , on mènerait GN" gui serpjt la commune 
section du point cherché (*). ^ ., .^^ 

PROBLifcME. 



V i\.. 



Si. Mener par un point donné un plan pàrStRTé à 
vn plan donné. *** ' * * 

D'après ce qui a été dit^ n* i5, les communes sec* 
dons du plan cherché avec les plans coordonnés doi- 
vent être parallèles à celles de ces mêmes plans avec le' '^' ^^* 
plan donné ; il ne s'agit donc que d'en trouver un point 
pour pèUToir les mener. Or y si l'on conçoit par le point 
proposé, une droite parallèle à la commune section du 
plw cherché avec ie plan horizontal , elle sera tdtit^ 
entière dans le plan cherché i et elle rencontrera le plaii^ 
vertical dans un point qui sera placé sur la commune 
lection de l'un et de l'autre de ces pi ans. - 



;f.^ 



(^J n est aU^ d'a&plojer cette eonitriirtloii à la recliercbe de lin* 
teneetioii de deojc plsnfl qoi «e coupent dam une ligne parallèle Ik 
AB(voy. uo i4) cai' ^c off''^ '® moyen de transporier les don** 
nées for un plan ▼ertical antre que cdoi qa'on a?aU cfaoiil d*abord 
pour Tan dei plani cowdonnét» 
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Fig. ao. Poi|r., fajr/e rappliçation ,de ce qui précède; ^oit 
M'i!/M^le,pjan dtfiiné , F et P'' les. projections dii point 
dqflné ;. qn .pjeQçra P'JE. parallèle à .M'iJ/ ; élevant e^-^ 
suite iÇE;'' parallèle et égale à P?"'y}e point E-' sera le 
point de rencontre du plan vertical qt de la ligpe menée 
par le poi^t donné, pariallèlement à MM : U appartien- 

/ dra do^p à la. commune section du< plan cbei^ché avec le 

plan vertical DABj et N"iV passant pfar.le point E" et 
parallèle à WM ^ sera-^petje commune sedioi? (a6). ^ 

•Par le point ,A^.pn ,roènçra iVN', parallèle à.-WM'; 
ce; bera la com^iji^e sectioa, du/ plan -cherché §vec>4e> 
pl^^hprizontal, ^ . . . :j. 

•,.■»••.* ». '. ':, ^ THÉG'R'È'lVflt " -• 

Sii. Vne tigtikt et un plan s.ont réciproquement per^ 

pendiculaires , lorsque les projections de cette ligne sur 

le plan horizontal et sur le plan vertical, sont respec^ 

tivej[gf0^p perpefi^iculaires aux infefifi^çctions du plan in-' 

^ cliné avec ces mêmes plans. 

JEIn effet , la ligne proposée et ^a projection sont dans 
un même plan qui est perpendiculaire à la. fois fi c^]ui 
sur lequel, on projette et au plan proposé ; donc réqi- 
proquemeut Iç, plan proposé et le. plan sur leque\ on 
projette sont; perpendiculaires au premier; leur conir 
\^ luune sçctioji lui sera donc perpendiculaire ^ ainsi qu'à 
t^^es, les lignes qui passent par son pied , et la projec- 
tiqn est'une de ces lignes. '^ 

-. ., Ainsi la ligne UH étant perpendiculaire au plan in- 

* cliné M' M" M", tout plan passant par cette droite sera 
perpendiculaire à celui-ci ; le jplàn projetant L'HM' 
Remplira donq cette condition ; mais , par sa définition ^ 
il est perpendiculaire au plan horizontal BAC : donc ce 
dernier et le plan incliné lui seront tous les deux perpen- 
diculaires. Leur commune section M^ilfiottira aussi de 









BE8 ÉLÉMfiMS Dfe OédMÉTAtE. ^ 

#ette propriété^ etelle tombera à âDgle^droitâ sur tontes Fig. ai. 
les lignes Bienéee par son ^ied dans le plan dont oh vient 
de parler: elle sera donc perpendiculaire â L'M^ pro- 
jection horizontale de U droite L'If. On raiisOnnerait 
de même ponr U projection verticate. ' 

'' PROBLÈME. . '■ 

33. Mener, par un point donné une ligne perpewB^ 
çulaire â un phindpnné. ^ , 

11 fantfmeiiery^c chacune des projections dede point, Fig. 19* 
desperpendîcolaiceseiir les communes sections du plan 
proposé. aTéc les plans coordonnés; et ces perpdndiou-i' 
laires seront les projections de la ligne cherchée. 

L' et L*' étant les projections du point donne , L*E* 
et L'ET, perpendiculaires l'une à M'ilf , l'aulre à lA'M ^ 
seront les projections de là ligné cherchée , qui passe par 
le point donné , et est perpendiculaire au plan M'ATM*. 

54'. Métier par un point âonné unpîtm pèrpeiidicùM 
laire à une droite donnée. • ' ! ' ' '^ 

Il est évident 'que hi communes section? du plan j- l 
cherché, avec chacun des plans coordonnés, dfeîvent 
êïre perpendiculaires sur les projections de^Ià'îflroWfe 
donnée. Si Yoh conçoit plu: conséquent un plan donf'lési' 
communes sections satisfassent à cette condition , il'rie^ 
s'agira plus que d'en mener un autre qui lui sçît pâfàl- 
I9e, et qui passe par le point donné. 

Pour effectuer cette construcHbn , on mènera per-'pig. aGj. 
pendicttlairement à FM' et par 'P'*, projections de la*' 
ligne et du point donnés, la droite P'Ç qui sera paral- 
lèle à la 'Cbmmnne section du plan cherché avec le plah^ 
horizontal. Si on la regarde comiiie la projection stir le 
pIanliôfiipitfal4]'one ligna qui lui soit parallèle , et qi^^ 
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fîg. a3. passe par le point doâçé » on construira , comme on Ysl 
fait (5i), la rencontre <1e cette dernière arec, le plan 
vertical , qui aura lieu en Q", ; et menant par:oe point , 
Q'ilf pei^endiculaire à EWjot sera la commbne sec* 
tion du plan clierch.é , avec le plan vertical : la lignes 
MW perpendiculaire à FM' sera sa commune section 
avec le plan horizontal, 

Je ne m'arrêterai pas à déténâiner- !e ^int où la 
perpendiculaire rencontre le plan donné; car cela re- 
vient à trouver llntersection d*une ligne et d'un plan , 
problème résolu n° â5: connaissant ce point, ^linsi 
que celui par lequel a été menée la perpefidicnlaire , on 
en trouvera la longueur , par ce qui a été dit n^ 1 6. 

35. Remarque,, Les deux problèmes préçédens peu- 
vent être posés et résolus d'une manière plus simple ^ 
qu'il est bon dé connaître. 

Dans le premier , où il s*agit de mener par un point 
proposé une ligne perpendicuFaire à un plan y ce plan 
p^ut être^donnépar son inclinaison sur. le plan^xison- 
tal et par la ligné suivant laquelle il le rencontre. , 

Fig. a^. Amsî L étant la proiection sur le plan hori^ntal , du 
point par lequel on veut mener une lî^ne^ perpendicur 
laî^e au plan M' il/ M", il faudra tirer de ce point unei 
Perpendiculaire ZriX/à la droit&M'iftf ; ce sera laprojec*. 
tion horizontale de la ligne cherchée qui doij: se trouver 
ellp-mênie dans le plan vertical élevé sur cette projec- 
tion. En le prenant pour un des plans coordonnés , on y 
construira le point .!:<'. p]acé à une hauteur LL'' au<» 
'. ' dessus de sa pr6jectioa,..égate à ceMe "qu'on connaît ; et 
menant L"0' perpendiculaire kM^Jî , ce sera la ligne 
demandée , et en même tenips la plus courte ^tfani^ 
d9 point donné h' au plai) M'4fM'- • : . it 
flupposons qu*une ligne soit donnée pair> sa' projccdoii' 
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borixoQtele ZM^ et par sa situation resp^êottrement â Fif(. i{ 
celte projection , dans le plan Tertioai DAB , et'qu^ion 
feuille lui minrer ma plan perpendicnlatre , par rni point 
donné : F étant la projection de ce point sur le p\ati 
horizontal 9 on construira sa projection veiticale P^^^et 
menant P'^O' perpendiculaire sur EV^on aura la com^- 
mone section du plan demandé avec le plan vertical. j^ 
on élèvera ensuite MiSf perpendiculaire à EJU, c^^ 
lera la commune section de ce méaie plan avec l|e plj^i^ 
horizontah , • . ri ' 

, PEOB](«ÈM& « 

36. Faire passer un plan par trois points èonnès. *'^ ^ 
B faut joindre les 'trois points par deux ligne^ droj'tes' ; 
chercher lea rencontres de chacune d'elles avec Yim des 
plaos cùordoniiés ;^ Thorizontal, par.e7emple;le8 deux 
pomts ^n'on trouvera^ ^e cette matilërie dél^rmiÀerônt! 
h commune section da plan.proposÀ ateo le^plan hori-| 
zontal. Il ne restera pluà qu'une epii^ôn Sf felnplï^^ 
c'est d'assujettir ce plan à passer p^àif' hin qûeléonqiïi^ 
4t8 polstaf idoauiés , ainal qii*9ii4*a.fa!t n^ 9t • 

• M';'K^•P^t^l***»«"if ^ P**û hot^EOBftaJ, les prèjée-^rFig, y'ï» 
tittiia d^ fMil^^(points donnés ; M'^j N?^ P^; jelirs pt^éttt^ 
tioBêsu^ le plan vertipal; ainsi 'les 'llgf>a8<<<}ui'i^fiiélâil 

crt doiidkmiitf il Wt^ plâ§^ 



chercha, W poMr projection^ horizoqtaJei XnTP^j^tG ' 

çtpour.p^o)ectiollJye^ticales I ik|»:p/f i^ Ij^s^points %' 

et f sont les renconfreii des deu^ droftés- données aveë * 
le plan horizontal , trouvées par le^i^oëëdé du n* n' f ' 
pat Gonséqileflt E^ ^ yla commufië section 'déf -piin, 
{Perché avec lé (^làtf iibrizontal. ' ' 

J^ofir trouver^sl commune section sbr le ^\tttk vertical, 



ft8 compUheht 

Si$. 35. on a roe9é,.conForméDKiit au n" 3i , WG ^ aralltie 4 
£'F , ce p^rp^dirulaire à Afi et égale à MJA'; les 
points G" et B détermiaent la comniiiii» section sur le 
plan vertical. 

37. On peut construire le même problènjeien imagi- 
nant que, par l'un dfs pointa donnés et cbacun des deux 
autres, on ait mené deux plans verticaux, et qu'on les 
ait ensuite rabattus sur le plan horizontal, en lés faisant 
tourner autour des' lignes qui joigrient les projections. 
horizontales des points par lesquels ils passent (17).' ' 
^ b6 ^^ prolongera les lignes AlN et MF jusffu'àue qu'elles 
rencontrent, I^.V^ projections sur le plan horizontal,, ce 
qui doimera les poîuts £' et F' de ,1a commune ^ect^n 
du plan checcbé avec celui-ci. 

;é dit, n",^7, gp'en nienant 
F'E', çj; cpnshruis^nt le jtriangïe 
lequel M*]!' est' égale ^l^'M^ 
t^ppliriaisopduplaocbercbé, 

38. Carolhire. Il -n'às^pM moins clair qvtrPH'ob 
E'jA â«iot les distances du j^inP M dç i'e^ee à. chq^n 
d^ points F'. et£',.o^'te3:droit«s-reno9ntrHiti>ie plaak 
lKijrizotital)!^nfiQ|lriaîtjd(>nC les trois côté» du triaitgle 
fç^mé p4rj9|mittJd:etces derniers, etoalecoBstntim 
en le éuppi^sanf rabattu sur le plan horizontal , après 
avciïr toiirné àùtAut de F'E' : il est représenté dan j la' 
figure, en FipE', 
■On lanra àaa^ aia^i l'angl^ FrtiE' , forrâé par leï 
-• deux lignes E,'Mi1it^TM , lorsqiiV.lc» .49 .^TouTent daii^ 
leur, situatiap ré^De. ' , .-, . ,'.,■,,■.., ., 

JII eaf à propos ds^emarq^fT ^'en pliait le plan /la 
la ligure, suivant les ligues Ë'M', i^îM'.^ ÉJ'F.', les triauf) 
Ijles K'AÏ'M , F'MfM et Ç"mE', sejéuniroBUoua paru 
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ae kim angles an point M; ilg fermeront alors un té- F'g- a^ 
traèdre dont eetté figure offre le déTeloppement. 

PROBCÈME. 

39. Deux plaHs éiani donnés ^ trouver t angle qu'ils 
font entré eux. 

On sait que l'angle de deux plans ae mesure par celui Fig« vj: 
de deux perpendiculaires menées dans chacun de ces 
plans 9 à Un nléme point de leur conïmune section. 

II ne s*agitdonc que de construire ces lignes; or elles 
déterminent un plan perpendiculaire i l'intersection 
des plans proposée : il suit de là qu*après avoir trouiFé 
les projections de cette, intersection , comme on l'a Td 
n® i3, il faudra j par un point pris arbitrairement sur 
tette ligne , lui mener un plan perpendiculaire dont on 
bonstruira les communes sections avec chacun des plans 
proposés. Ces deux dernières droites se coupant an 
point pat lequel on a mené le plan perpendiculaire , il 
serafadle d'en trourer l'angle, par ce qui a été dît aa 
n^ précédent, et cet angle mesurera Finclinaison des 
plans Aoonêe* 

' Tel est le procédé général qu'on peut suivre pour 
résoudre la qnestien proposée ; il ne dépend que' des 
problèmes dé)à résolus : cependant on peut diminuer le 
nombre des lignes qui entrent dans la construction » 
en Moisissant convenablement le. point par lequel on ' 
mènera le plan perpendiculaire. 

Voici le détail d'une construction qui m'a été commu-^ ^ 
niquée par Monge , et qui est une des plus simples 
qu'on paisse trouver pour ce cas. 

Supposons que les deu± plans donnés soient H'EF*^ 
BlCF", et que la projection de leur commune section 
sur le plan horizontal soit la ligne H'F; je construb 
dans le plan vertical passant par cette droite» Tinter-^ 
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tîg' 97* section deâ deux plans donnés , en élevant J^ perpéit- 
dîcoîairement sur FH' et égale à FF"-; ensuite par tiii 
point M', pris à volonté sBr H' F, j'élève nn plan per- 
pendiculaire à la ligne FH' (35) : je trouve ainsi la 
droite PM' qui est la commune section de ce plan et du 
plan vertical FFH'. Mais si Ton fait tourner le premîet 
autour de sa commune section L^N' avec le plan hori- 
zontal , la ligne PM' étant perpendiculaire sur M'N', 
viendra tomber nécessairement sur H'M' (8) , et le 
point P se trouvera en P^; le triangle formé par les trois 
points L', V, îi' ne changera dans aucuiie de ses di* 
mensions par ce mouvement: il sera donc exactement 
représenté par I/FN', et l'angle en P' sera celui des 
deux plans donnés. 

PROBLÈME. 

4o« Vh plan étant donqéj ainsi qu'une ligne droite 
située dans ce pkui, mener par cette droite un second 
plan qui fasse avec le premier un angle donné* 
' On construira un plan perpendiculaire à la ligne don-^ 
née, et passant par un point pris à volonté sur cette 
lignçy On en cherchera Tintersection avec le plan donnée 
et il faudra mener dans le plan ptôpendiculaire une 
droite qui fasse ^ avec cette intersection , l'angle donné. 
. Il est facile de retourner la ^solution du problème 
précédent , pour rappliquer à celui qui nous occupe 
maintenante 

£n effet, les données aont alors, i**. le planH'JET^ 
a*». le plan vertical FH'F qui se trouve rabattu sur le 
plan horizontal. On construira L'N' et le point F, 
qomme dans le problème précédent,. et on fera sur L'P' 
l'angle L'P'N' égal à Taingle donné ; par le point N' ainsi 
déterminé , on mènera WG , ensuite ,on tirera GF*, et 
on aura le plan cherché H'GF*'. 
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PROBLÈME. 

4i* Connaissant t angle que deux lignes font entre 
tlles t et celui que chacunefait avec une verticale menée 
par leur point de rencontre, trouver la projection du 
premier angle sur le plan horizontaL 

Oa peut considérer le point de rencontre d#d droites 
proposéeâi avec la verticale , comme le sommet d'une 
pyramide triangulaire dans laquelle on connak las trois 
angles ifae ses arêtes font deux à deux ; cette pyramide 
a d'ailleurs pour base un plan perpendiculaire à Tune 
de ses arêtes , puisqu'elle repose sur le plan horizontal : 
avec ces données , on peut la développer. 

En effet , si Ion conçoit que la face DAG' tourne au- ^"B* * 
tour de AD , pour venir s'appliquer dans le prolonge- 
ment de la face DA£, il est aisé de voir que dans ce 
mouvement le point G^ ne sortira pas du plan horizon* 
tal I puisque AD est une verticale , et que par consé- 
quent AG' lui est perpendiculaire : DG sera donc de la 
même grandeur que DG'; et dans le triangle rectangle 
' DAG on connaîtra Tangle ADG , qui est celui que 
'l'une des lignes proposées fiait avec la verticale AD, 
et dont la valeur est donnée à priori, ou prise à volonté. 
On déterminera par conséquent les deux, côtés AG et 
jyG ; et on opérera de même sur le triangle DAÈ. En-' 
suite lorsque AG et DG , AJS et DJE , seront connus , on 
construira le triangle DEG", dans lequel Tangle EDG' 
est égal à celui que les droites proposées font entre elles , 
et le côté DG' est la même chose que DG. Ayant ob- 
tenu la grandeur de EG*, on voit qu'en faisant tourner 
le triangle EDG" autour de DE, et le triangle ADG 
autour de AD» les points G et G'' doivent se réunir i 
l'angle G^ de la pyramide; on aura donc la base de 
cette pjrramidê en décrivant le triangle AG'E sur les 
trois côtés AE , AG , et EG". 
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Fig* 28. L*angle EAG' sera la projection demandée dé l'angle 
ED&. 
Si l'un des angles compris entre la verticale et le^ 

tig.aS*.. lignes proposées^ était droit, ADG ^ par exemple, lai 
ligne DG ne rencontrant plus AG^ la construction ci* 
dessus ne pourrait s*eiftîctuer; mais il est aisé de voir 
qi^*on y suppléerait , en prenant DG à. volonté , abais-' 
sant GG' perpendiculairement sur AG'; car on obtien- 
drait ËG^^ en construisant le triangle GG'£» rectangle 
en G'f àâi& lequel GG' est donné , et G'E résulte du 
triangle G'AE : le triangle GD£ se forme copime lé 
triangle EDG'^ de la figure relative au premier cas (^)« 

PROBLÈME. 

4^. Deux lignes droites étant données sur un plan y 
par leur point de rencontre ^ eh inener une troisième qui 
fosse y avec chacune d'elles , un angle donné. 

^■g- ag.. ^^9 ^^^^ lignes que nous considérons forment un angle 
trièdre^ lorsqu'on les lie par les plans qui les contiennent 
deux à deux; et on peut le développer en faisant tour- 
ner deux de ses faces jusqu'à de qu elles tombent siir les 
prolongeméns de^ la troisième. 

Soient FAÈ', È^AH', H'Af . les trois angles donnés : 
si l'on prend sur les côtés AF et Àf > des points F et f 
également éloignés du sommet A , il est aisé de voir que 
ces deux points doivent se confondre , lorsque les plans 
sont réunis dans leur position naturelle; m«iis il n'est pas 
moins évident (8) , que les perpendiculaires FF et ff, 
abaissées sur les droites A£' et AH'^ autour desquelle^r 
se fait le développement, décriront des plaqs perpendi- 
culaires à ces lignes > et que ces derniers rencontreront 

(*) Ce problème a son application en Trigonométrie, pour réduire 
au plan horizontal, les angles observes sur des plans indinët; il pené 
aussi se résoudre par la TrigOBoniétrie jB{^érique ( Trig. n« 62. }.' 
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)à pkn hoHzontal iiaif jmt FF et f F' ; le pàbà P ^par- l^ig. i^ 
tiendra par >oobséciai]itV la eomniiiiïè «ectioi» dés pliàiii 
qoè'ikbiia'eonndérbxis:, et qui Àefa k'Tetticale élevée 
pr «elpoiiitk>€*dbt sùvtfttte )}gil« tfue doirent èfe ^^ 
ver réunis les points F et f ; la droite AF' est dônb là 
projeetiod ^lor^aotale ds Tat^lè ^àUpérieûi^e dé l'àn'gk 
tdèdre> lorsque cdlle àréte est dàtfs sa posftiôn nàtù-^ 
relie. Le point Ariétant-pellri où elle ireneôntre le p1aâ 
iior&ontal » 11 s1ai8t; pôuf la d^ntiiner entièrement, de 
{mmnir.àtsonnaitre la liavteinr^d'uii àltftfe deses jpoiûts; 
mai» noiis oBèenreroUS'qfieleS'pôiàts'T isf fqm Im ap;^ 
paitieiineaBtî, ^âéesâtent diaèiitf i|ln «cltfblë SkUtà le dé v^ 
loppemmt; -eticefl^ cerdiss soiit éiteér é^«* l^^'plaiis 
engendrés par FF et ff. Si donë Ton eonstrait l'an ilé 
ces ccjrck», tn suppo*4n( |pi\«\lA t|4>«)»li«1ff ?lç î>lan 
libritontal ,• il detennijjçr^iL J^^^ljjfiç^ (»<W^dei F osH 
|>a(^ où se £a|t.la réj^^^^ . 

Sûr FF, 'Çomibe ^wrdfej on a. d^rit le. deaii-^ 
h* i et ^perpe/i4ijçi4*ffe.K'F', ^^ n'çs^ aufre G^09f 
mie la .cp^uqp^e section ^d^sp^ns vejrtîqaii?sré)^és sat 
i^ et jt^ » ^ dttpoiottfceçcliéaaKdessuà 

dupUnhpnzOTtat , , , ,; _ 

, JSi rpin tiri;' ^'^ cette Hgpe sera la projectioa d^ FaïAMl 
tapéneoré àe l^angle trièdre, sur lep)aii ¥erti<^l él««é 
9ar.j||i^ ligi?^ , FF' f op . apm doiip lea df^uac pro)«etioiis dtf 
cette arête Telle sera par conspuent d^enninée* 

^. CbTbIbîfV. i*ihgterFr ést«9tt qnéke 

denz phi» WAJS %l E'AH' font entre eux, lorsqit'ilr 
sont dans lemr sitifation naturelle ; earil est évident que 
le plan F'FF' est perpendiculaire à leur eoiiunii«e.tto« 
^ KÈy et que FF* n*est antre dioseï^ FF rap^: 
portée dans ce plan. 

44 Remarqm* Leproblélnéyiicédant cestefad^t^é' 
Cot9iplém. de ia Géom. B« édit 9 



^^^ï^^Çi ^n4?«fiW>r.feiit {(^DSta^tcftotaèftërimpeBHibiliti^i^ 
jg'AF f t iI'Al.fe>raflU^ Wai.jiaglMiîaèuAiôni^rpfptctiVe-t 




par les deux^dfoa^°ffl9/'*«''r et bïr'tia^^j^S 
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l'angle qu'ils forment , uneperpendiùïiîairè'sUtëhacîiH^j 
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proposés* * ^ . ,' ' ■ 

Éa effet » lea droite^ iaedées comme on vient 4o. I^ 
dire , se itottferoni dans^ 1^* plan {Jl^ëiâlKfilàîré â 1< 
commune sectioh des plahs propoiéd ; et si on supposé - 
qae^AtB et AF soient Jè^ i4tersé<^opâ^^ ceux-ci ayeô Fig« 3«* 
lé pféhiiar ) il ëslilsé' de \ok que lesingtes ÈÀP et èAf 
èont sùpplémeqs Tun ae Tàiitre ; car si des quatre angles 
droits formés autour dui^i^t A. on retranche les deux 
angles droits lAE et FAq . illrestera les deuxaugles £AF 
et eAf » dont Ifi sonwe vaudrapar goàsé^uent d^x 

• » . > tnornnîfH j\ • i; ir- hw ^*^'**'^ eiJon .n » ,. - 

..i^;:^«l^arA!iifrii9yrfM't«^ dngft^iîMHr'» 2l^&^t^ 

dans lequel les angles des arêtes seront supplêrhinir 3& 
yàgiêB-de^^kôêg ^UipfvJiiKÎer y ^^l> A)^ 'Angles éeï ii^êfà ds 
}tebtir<iser^\swpflémèm de àèHéxdesfëdék dànoiim 
nngle trièdret* « -/a - i» ^i^^i» 

}«»bèarll ^ ddËèéqiiëiït aux Ugnës 'A& étM^ faenees 
^é^^iAMûe^^ \ ëiii^iscmH^ aé^nJtSne^Qur ^ 

^AEFy onformecaletableausuixanti 

. Af .p«Wl>4iwwâre sur AEQ^rest àatiéf^i 



. , ...... • f «• 
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Abu on Toit que cl)iactiti6 des âïêtèt du pfréiiifer ânghi 

3;^ 
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36 .j^T, j,ÇjPMPlrmem* ' , 

^'^ !• trièdi:e |^#. tr(^gy^^^^{i^tée pliuîeun foii ; on én'%)n6lilf ft ' 
ddiicce qui suit i ^' ■ 

rn '^' 1. '/^ î 'mi:\<^'J . " f • Af 1 . ^ , 

v'AEper|^çf4jçgte^e3ur j et V, Test au plan Afg.i 



.oC »%ii i,^. 



\ . AF perpendicuIa^Ke sur 



't"i'ii.^ '' 



, ' . t i àJ Vit' • 



^3t ail p]«m Aeg \ 
'"AG perpénâicuiàire'sur<' et \\ Vi 



cal 



^est au. plan Aef. 



^'^f*/ "en Vertu! àii' lemme précédent ^ les lignes Ae et 
Ag font entré elle^ «in angle supplément de celui qui 
mesure Pinclinaison èès plans AJFG et AEF^ auxquels 
^lUfS^^^P^ f e^f^^ejp^nt parpenâioûlairâs ; il ta sera 
^e^ jn^^ç de^ ^^mps^ AE ^ AG , etidet pb^ Af g , ' Aef : 
^ncl^ angles ^S^s, aiîêJlÇs de. l'un ides. angles trièdres 
spAt les suppléOrÇl^.d^.eeuap dets faces de l'autre^ et 
vicfi versa {*). ,^^'.. .... ., < ^ 

^ y^4^, CoroUaixeé II sâi| de U qu'on peut construire le 

4^y.^Ioppeaient d'unangletrièdre dans lequel on oda^ 

nait les angles que ses faces font entre elles ; 

.,^ Car^ si on développe un angle trièdre dont les nrâles 

^ fassàit âeu:c à deux, des angles qui soient les stippté-» 

mens des an^es donziés , on pourra , par les moj^nsJa- 

diqi^és n°' 4? j^t 43.i t];onver les an^es des £ices dé 



('^)Gedi^pao4 Al» triangles sph^riqaesrapplemaitaifcs. (Trig. 5o.) 
On pent prouver par là qae la somme des angles dièdres d^on angle 
mèdr« est toujonn ^ a droits et ^ 6 droiu; car la somme des trois 
angles dièdresi:du 'j^emiar* angle t'riidrety et odle des«îjgfes plans 
dn second sera toujours égale à 6 droits ^IbanSts qae celle des angles 
plana M deuxième angle trièdre sera ^ 4 droits et ^ o ( Géom. aeG.); 
U resiisà donc ton jours ^lus de deux droits, et moins de six pour 
ks .angles dièdres dtt premiftr angle trièdre. • 
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"^ • DU .ÉLÉIf EN S DE céOMÉiTaïK. • ^ 

tehif-ci, qoî^, d'après le fkéorème précédent, leron* ' 4 
mesuré» parles snpplémens de cens des arêtes deVangll| 
trièdre proposé. Dès qu'on sera parvenu à oonnaitre 
«^ ces derniers, on pourra développer Vangle trièdre au- 
quel ils appartiennent I et trouver la projection de Tùne 
' qnetoonqoe de êta arêtes sur le plan des deux autres. 

PROBLÈME. 

9 
I 

49* Connaissant dans un angle trièdre, t angle qûê 
forment deux arêtes y et ceux que la face qui les con'^ 
tient fait avec ehçcune des deux autres, trouver sur 
0uplan , laprojection de ta troisième arête. 

La question proposée revient à celle-ci : Connaiêr 
sent les angles que deux plans font avec le plan hori^ 
tentai, et les lignes suivant lesquelles its le rencontrent, 
trouver la projection de leur commune section. 

Soient AE' et Ae' les communes sections des plana ^if* '^ 
proposés , avec le plan horizontal ;G1ET, ^e'f les an- 
gles que dhacnn des premiers forme avec le troi- 
«ième ; en tirant , par tm point g' pris à volonté sur e'^, 
une parallèle à Ae' , cette droite sera (a8) la projection 
d*ime ligne horizontale menée dans le plan Ae'f i la han» 
teur f^L 

Si Ton conçoit pareillement une ligne horizontale me^ 
née dans le plan AE^F , à la même hauteur» elle ren-*^; 
Qontrena nécessairement celle dont on vient de palier ,> 
dans un point de la commune section des deux plime- 
proposés ; car elles déterminent ensemble un plan .par^ 
lallèle au plan horizontal : les projections de ces lignée 
se rencontreront par conséquent dans un point qui sera 
la projection de Tun de ceux de la troisième arête. - / *. 

^ prenant E'K' égale k^i,tX menant KT parallèle 
iPG' , on trouver^un point F ^ tel que sa hauteur G'F 
an-dessus de sa protection , sera égale i g'f ; et par cou* 



ffpji^^ 1^9f|:?;oijigile. j^ienéç çlana le pl^fl AÇ.T > a 1» çiéim 
japtç.ur giie ta p^eîpîèçe qi^e nopi. ayona cqnstniUç \ 
Q^.sç^a ^nç la proj^otîpn d'un pomt pris s^U^ co^I-, 
çffjpp si^ctiicm des pJ^aÀq'fet A^'F, ouftiiKJatrpwèm* 
arê^e. ^a l^awteur d^ point dont C est; la pçpjeçtipïi, ^«il 
donnée par ]a construction même , puisqu'elle est é^ale 
à GT , comme celle de tous les points qui répondent 
* %frdessi?adpsdrpît^8gïnQ'P. 

PaOBLÈME. 

' 56. Ooinnai}iShnïàd,nsv,n angle trièdredeiixft^ et 
l'angle qu'eUeé tbmprennent , camiruitè lé dÂ/eloppe-. 
nimPdè ^et aiiglé tHèdre. 
Pic* 33. ^ppo&ons d^abofd qu'on ait rabattu l'une des faces 
données AÇfdans le pkii de ràutre ÂfF% si par un pbîiit 
/, pris à volonté sur l'arête commune "AJ^, on élève une 
përi^ndiculàîi:é\/Fi elle défcrira dans le développe- 
meiit ^ un plan perpendiculaire à cette arête. CNsst dans 
ce î^n que doit'ie trouver l'angle qui nlesdi'è celui que 
katacéë donnéeé foiit entre elles \ fkisant donc aurfF, 
- y&ttgife' F^\ëgal a l'angle cohfiu, en prenant /F*' 
égal4 à fpy on aura ainsi la situation du pointf à l'é- 
gard de *la ligne ^F, lorsqu'il est dans sa position na- 
Mririlé. Mais il ëstaûf^ de voir que les trois points/) F*^ et 
F^> détèdmâëlit lia base de k pyramide for^ëe par l'an- 
glïrlii^lèdre proposé , et le'plan^ù'on amené përpMhdicu- 
M«JQi«M à Faille Afi de plus , la fiice i^ù'oin cherche , 
<hWiiV h^^ppiXJ^t^mAF; et se réunit avec les triangles 
Afi^ FfP\ Wvant' ie» lîgnéa Àf et FV^, ellê^rie saurait 
tOé^ 4pi¥ lê'trtatagle ÀfT décrhsur ies ti'ois côtés AF, 
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plans coordonnés ^projeter cepfiÊ^:MÊr:d'tàUr9S pkrn^ 
donnés. .^,'. , , ... 

I,^ définition que Bons, ayons, donnée de« profedkmti^ 
réduit le probi^m^ prapoié k la sed^^be delare«n. 
contre du plaa ddn^éKet de la {perpendiculaire menées 
fur ce planj par le ^i^t^qu'on yeut prpîttor ^e nçatean | 
or il n'y a r^n là qp*OQ ae piûsse exécuter ^ jl'^da detfa 
qpi précède.. . > 

Mais, ce qui oergctéris/e particialièr^qMU[»t,laq««stîo9 
que nous ^yocs en yue i c'est de marquer «nr le plca 
donné le point) de rencontre dont onyi^ <ïe pavl^:^ 
a£n qu*en opérant semblablement sut plusijenx^ poipts 
de Tespaçe, oii puisse déter|niner leur4.{irQ)eçti(u^^eff 
pecttyes sûr çë plan. 

Pour cela it faut déterminer la poaiti<^ de cImicuuç 
dès projectioris quVn c1ierche> par rapport à den^ 
droites prises dans le plan donné ^ et doat la situatioa 
8oit connue à fés^i^d des plans. cop|'dQn;ipie's. La comr 
mnnp section dû plan donné avec le pi an horizontal «el: 

. *.'# .*• .»»'.*' 

celle qu'il aurait avec un plan vertical p^rpei^dieulairç 
à cette ligne ^ sont très prppres i, ce^ ysa§€| : Ù ne s'^g|t 
donc plus que. de 'trouver la distance des projections 
cherchées , à chacune de ces droites. Soient N'JIfN* le *"»«» M- 
(San pteposé , I^' et P* les projections du point donné; 
(Allés d«^nk peli^étidiciilaire tnën'éedfe Ce point suivie 
pWEâ^pifi/tybiè, sôbt^P'p'^-strlëiilktl'Iftriaîbritar, et e*'^ 
nir le plan vertical perpendiculaire à Aflt^^ q|^dfi'sûp« 

la pQQCiimiçs qbeitipii8,de oett^lrrgQnometne; et cela leartaffira 
prémiter. 



F ig. 54. pose ici rabattu snirle.p}^ horizontal après avoir tonoA 
autour de N^E' : on aura N'q'^ (35) pour ladûtance da 
point -de ' tmi t a flÉ^-de^ la perpenâkiilaire et du pl^ 
proposéyàladrcriteiliN'. ' 

Si çi^intenant on conçoit que le plan 'N'Ma". tourne 
autour de )& eèùlmîàËre'^ectiob il/N^ pôut se rabattre 
sur lé p}an horizontal , la ligne N'q"^, qui, dans sa po-. 
•itioii naturelte, est perpendiculaire à ^N'> viendra se 
coucher sur T^'E' ; d'où il suit quela projection cher- 
chée sera a une distance de Mî^' égale' à N'p ; elle se 
trouvera donc sur pp' psurall^Ie à il/N'; mais cette 
prbjection étant dans ie plan vertical élevé sur Fp', 
elle sera portée sur cette droite, dans le mouvement 
supposé > et par conséqiient elle tombera en p^ 

On pourra feindre à la projection qu'on vient de 
tronveri une autre projection sur lé plan vertical pas^ 
aant par "S^Pf. en observant que les hauteurs au-des- 
•us du plan H'ilfM' sont égales aux perpendiculaires „ 
telles que e'^q'^ abaissées des points proposés, rappor*- 
tés dans le plan yertical dont il s'agit^ sur N'q". Oi: 
cette droite ^e trouye couc|iée sur N'p , lorsqu'on a ra- 
^battu le nouveau plan de projection sur le plan hori- 
zontal ; c'est donc par le point p qu'on doit élever pp' 
perpendiculaire à N^^ ^t égale à e^q^. 

. Hiel. nouveaux plans coordonnés sont le pla.n TH'MS" 
et pn plan perpendiculaire à celui-ci > passant par N'p. 

Je: me suis un peu éfecpadu sur ce pràblàme, parce 
qu*il entre comme auxiliaire dana la solution de beau- 
coup d'autres. 

5a. Corollaire /".. En^rapportaat de -icette.pamère 
deux points sur le plan proposé 'S'MN", on trouver^ 
^ur çeplfin,, la. projection de, la drpitç qu'ils 4£tçr^ 
minent.. 



^ DES tlÈUlÊ^M DE étlOUÉniZ. 4^ 

5^ ÇoryUairè /A Récij^rbqoemeitt, *}onqii^oii ^to- Fig. 34* 
naitia fa pdtition d'ttti point par rapport ànX nonr eàu^i: 
plans que 9008 Tenons de considérer , ott'ponrra trouver 
ses profetHdns sti)r les plans coordonnés p^mitifs. 

On prendra N V ^«1« a N> , et élevant tfe" égale 
à pp'i perpendicnlidrement sur K'q', on mènera c^ 
parallèle à J/NV<[ni-|»ar'Sa rencontre avec P^p' don^* 
nera la projection cherchée stîr le plan horizontal i 
ceMe-^ étant rapportée snr le plan vertical DAB/ i 
une h^nteor PP^ égale i EV^ détermirflra la profec- 
tion P' sur ce dernier plan. 

problème; 

54- Deux plans étant donnés, ainsi quune lignip 
droite située dans Fun , m^ner dans tûùtre une ligne 
qui fasse avec la première un angle docile. ' 

Il est évident que pour que ce^ deux lignes fassent 
entre elles iinaogle^ ilfant qnVlies se rencontrent^ eV 
comme elles sont dans deux plana dîfférens , célk. ïë 
peut arriver que dans la commune section de ces ^TÎKs. 

Cela posé , on fera sur le premier plan ABC , qui Fig. 35. 
contient la ligne donnée Q'E, un angle TG'B égal à 
l'angle connu; on concevra qi^e cet angle tourne a^-' 
toor de GlE, jusqu'à ce que son autre côté G'F' vitané 
s'appliquer sur le second plan CAD j et comme le 
sommet G^ est déjà dans ce plan, 11 ne s'agit que de 
trouver encore nn point qui soit sur la droite Qf, {tfise^ 
dans cette position. 

Si Ton mène sur G'E » par le point E , ta perpendicu- 
laire EF^f le pomt F', dans le mouvement qu'ion vieni 
d'indiquer 4 décrira un cercle qui rencontrera le plani 
CAD an point diérché. fi est aisé de voir que k jllân 
de ce cercle sera perpendiculaire au plan ABC ; cat 
étuit engendré par la Hfpt £F', il sera perpendicu^ 
Wre i la droite G^E qui ae trouve dans celui^i : mai* 



4w^ *^r^ .gl^çéft^wff ,U dtoite qui wt lUot^^fs^^iH 
contieqt,Ie.çw:l0,4oQii U. t»'agi|. 9^4^fiax¥^4{tEv»UB s^ 
p^e^ car oii ^«ut ^.p9r4e,i^(Oi>lè«M%pf#<^^^^ trouj^ej? 

4a^ cQïplag^^^ G^mmm^ seçt^ga^^^, ÇAPt ^dèomn 

^Ç??;«^^ngeff^^p|ariIftpAtot'Fo ; / , 

tk>n .EE'' avec le plan vertica]|,éf^fi| .^a9p#94ii;ul#iî^ à 
£F^, tombera sur G'jS|<et lep9Jp^ "E*" sera porté en £ : 
voilà djBJàij^dfts pjfinte de. If çojpmi^iji^fiçctiontdu pian 
E'^J|E' avçq^ Ipjâl^i* /CAD. Pour ,^ ^i;ouVeî: un 4utre.^ 
je dierche la Ij^^it^pr ^Ff .dup^iftt corre^pn^ant à; F 
d^;ï9lAplan,:Ç4D/^ W 9fi PPJRfi 4t;^t pl^pA dan^ela 
v^tiçak élç.y)ç^.jqij E'vi.spca |afl.,^ij d^u3. k^jjan £''.4^., 
^*f(FiRf Fr ,^^; j^ ^If", l^ijroit^.tÇ-àpra ja. cpo^uu^e 
«f^ÎTP cljej)9l;^t <Jh Pil^ .Ç4I>i^y^q Vr p^n v^tical 
,;. ^ j%?fésur.fF;^,Iec^I.ç,F;iÇ.k^d^^ 

cientre.eK^-W ç*y^P -^^ J^ rencQptt:e,'jefiîK,;^t3ç^ il,.:pe 
fapt gii^,qfiç/wpppffei:,çes^. point*, s^r, îe. pjai^ ABC/, 
Qpjér^tïoq«vffi4W>V^^îo>^9wéia,%a^ l^fîg^^ ^. 

,, :Lç,gKpblè|)qjie.^d/5u?c aoluticms;.q4r (fr'Ef^^d^l^ uvou: 
^ftP^ï^J» qt^* OÇ l??i ^Pfto^e , déçritjUtt çô^^ qj^ 4^ft?». 
Ç^éral.f ^i9»tw 4 W^ 6?iai le,pl^u CAp,^I]l,piçnt, pri- 
ver aussi que ce plan ne soit que toucKé^pj^^^^C^^^ ^/et; 

" Lqu:ii.u:^8oi( Ra9.môiug,att^iiô;^,., ,;.;,, . > . :> ' 




c^ft^ur^ pu,.4iwqqer J^.^^Buçïrt ., o^ 
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DES ÉLÉMBS» DBfiCéOMÉTaiE, 4^ 

65i Les profgctiotui d^uneA^eàê sitoéai dmétf^sfuèn 
4tant données i mener unpUnuquipast^piorutê^dvoit^f 
f^qui fasse avec le plan bormoniat u» anj^ donné. < - 

SobIitP'G^etPYGka projections <fe>ki dprâtecbn^Fig. 36. 
née; anpJxMoiis ii|o«( le»plwi dierehé'' éoit W^lfOil^ 'et 
qu*OD ait sa commune sectipii, ayçp le plan horizontal : 
il est évident qn'elle doit passer par le point G^ où I^ 
UgQèdDiiaé^'réQc;(UitMtGeltti-Gk ^ ^^ 

CoiiceTOfit i présent qu'on, ait n^ené par im poinlB 
de la ligoe donnée , un plan perpendiculaire à cette com- 
nmne stelioD; list 4ign^ F£'i F£\ P'P» suivant Ics^ 
qoe^lleacenoiiTeaniplan rencontce rhoiâzKuital^ leplaa: . . .1 
donné et le pluù projetant de la:droitè donnée ^ foxoof^ 
, on trtungl^ iJGfàtaogle eki P', dans le(|ti0l otn connaît le 
côté FfP ^l'angle W£f¥^ : il est donc£aoàe delecon--. 
struire , ce qui déterminera P^£< . Mais) parce que le) 
plan P£fP^ estperpendiculaisé à ia ligne G'N^le triati- 
^e 'G'JETP^ Siéra rectangle en* £'^>oq y connaît d'ailleurs i 
les côtés G^P' et P'Ë'; on pourra donc le ooqstruire, let: 
tronver le point £'» ce qni donnera la eommune stao^i 
lion G^N^ du plan horizontal aveokt plan 'cherché:: il 
nef andt'a: plus qu'asiu)ettirceltidhci à passer par lé poiaty 
P de la l^e donnée., oe qui sesaifadle (3i)« 

I^aseconde&gnre de cet article sl ItSi même» lettres- 
fpt la preimëre : elle renferme de plus la conftruc*- 
tion des triangles rectan^ese'F'F> etrQfP'JEl^, le pie<>* 
xBkr à;poiu! côté FP égalià PP*» et l'angl^ e'PP'ottt!! 
le cemplémenl jde l'angle» donnée On àécxitl enoiif e < sur . • 
G'Pfy oomme dîfunàthre ^ un eensle dans leqif el^om prendi 
U coada Pf£' égaler â P<e^^ le trkngle B'E-G^constitlît 
aitti:^ e^leimémeiqiijftk triangbPX'Gi de letpnèmièrei 
GgùieA' ■ ■ ' ' ' 'i h- [, 



44 . . : CM(»LEMCNT : 

Fig. 36. 55. Corollaire. Si le plan chercbé devait faire l'aogl» 
donné , «on pas ayec lé plan horizontal y mais avec an 
plan qudconqàe^ il Êtadrait projeter la ligne donnée 
^nr Q9 plan, ainsi qu*i! a été dit, n^ 5a ; et le problèmo 
reviendrait alisra an précédent. Lors^'on aur^tit trouvé 
la commune section da plan donne et du plan cherché, 
on aurait deux droites qui détermineruent ce dernier. 

PROBLÈME. , 

67. Deux droites quine se coupentpoint, étant don-' 
nées dans l'espace, trouver leur plus courte distance. 

Supposons d'abord que Tune des droites données soit' 
perpendiculaire au plan horizontal > elle y sera repré« 
Fig. 37. sentée dans un seul point M'; et sur le plan vertical, sa 
prdjection sera il/M'' perpendiculaire à AB. 

On mènera M'F perpendiculaire à kH' , projection 
de la deuxième droite donnée sih: le plan horizontal , et 
ce sera la plus courte distance demandée. 

En effet, on a vu, n^ 16, que la distance de deux 
points donnés de l'espace, et sa projection sur le plan 
horizontal, font partie d'un triangle rectangle, dont la 
première est l'hypoténuse , et la seconde le côté ; il 
suit donc de là que celle-ci est plus courte que l'âu^e. 
Or M^F étant perpendiculaire sur P^H', est la plus 
courte de toutes les projections horizontales des di- 
stances des points pris sur les deux lignes données ; et 
cette projection n'est autre chose que la distancé de 
deux points plafés à la même hauteur au-dessus du plan 
horizontal, dans l'une et Tantre droite : ainsi, d'après 
•ce qui précède , il est évident que cette distance est la 
plus courte qui puisse exîster.«itre lés lignes données^ 

On trouvera les points où elle a lieu , en èherchant ; ' 
sur la ligne P^H', le point correspondant i P', et en 
prenant sur la projection verticale de Taptré droite 
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Des ÉLÊVBX8 PB otoMÉTRIE. 4^ 

doimée, imi point W plm^ à mtnie hantenr |iu-d«Miiis ^ ^* ^* 
du plaa hpiizQ9t«»)f 

Si les droites étaient BÎtoéea d*iuie^niamère gndoonqne 
par report aux plapf coordonna ^<^n lef projetlerait 
(Sa) sur iuL plaii |>erpendicidaire à Tane d'eUes; et la 
solution qu'pi^y^^nt de donnfr saillit «loti applicabla à 
ce cas génér§)^ , , . / 

58. On^ p^ut'èncMtf frouVer la plus tourie distancé Fig. S(^ \ i 
de dènx éfoiteàMW et EF^ en menant , par lapremière, . 
un plan 'Bf& faxMkle à la seconde (Géôm. ii 80 > pi^^s 
en ïbaiisttft d^tth point quèlconcjne ae la sefeonde^ irpe 
perpendieilhiiire EE' sur ce plan; cette peirpehdîciilaire 
est ta pItÉs comte distance ^berefaée^ et détermine le 
plan FEE' qm rencontre la droite M^N' au point F, oh 
cette droite s'approche le plus de £F. Voici comment 
on ieSecttie ctes opérations. 

iSP'] Fis, 39» 

et > sont le» projections de la première ligne donnée ; 

E'FJ ^. 

OM] *• 

e t /celles de la seconde I 

ET est le point où la première ligne donnée rendoÉtte 
le plan horizontal; et E'L^ E\J! sont les projections 
d'BBt l)ga« menée par ce point, pàvallèlement à k Se- 
conde ligne donnée y pour déterminer nn plan qui sôH 
patallèle 4 cette deniièreé V 

Qn a constriîut^ par le procédé du no 36^ 1^ plan qui 
pi^e par la ligi^e osfenée d^ndèssus,^ par U première 
djBS droites dQiM>ées|. ce plaa e^JG'i?G^; et comme il 
est poraUèle.i la seconde droite -«^Hmée, 41 né s*^t 
plus que d'ajNiîsser d'un: point <pièlurim;ae tfe cette deir^ 
nièr^/une perpendiculaire sur: ce plan t c'est ce^qiii4 
été ^ait;pair U point dont les projections sont (y et O. 
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^. 'agi -. Oii^Q «ti»t:l]éi4ifl6ï^il àMàitu'à5-f in^eitixmtra 

de cette perpendiculaire avec le phtlà'Q'GG*, «t on à 

twravéN' ptWpdHr Ms projectidfis'." 

'■ Afiti.dâ coatrftreie paltit oit la pltisctturtfe distancé 

ft'lleu,,-Da atirâ'p^lftpniAt N^, fiÔlMllêlelnïiit'àAlD'i' 

pm|60tiba bottïrittblë AéiA sMàÛÛé dirâitV; Une ligné 

Ti'y qni est évidemment la projection , a^r' lë plab Hô^ 

- ,41 .,, rencoi^fe|(Jupl4n(i'jpÇ'",.4ifeG:»n|ïlan 

perpendiculaire^ af Jl^jç^i.aidatt wen^ 

^ fkoite dcwîj^e,, {njf«^«llf' «PP^Tti^At 

fca^èlfi à,,çel(e7çi,i,rt ,qtii, piwie.pW-l^ 

|eB4tRjtaflffl,ai#i«ftée ^ «p«s,<JFoitfl f i^ 

^■a^i!t.fafl^iilreipeîrt,#'«tMgKoi«tW8 

V î>.. .:-,.• . ■,-.. v:-:-:> ...... ^w 

j Jf,e pqintF,où,i«ljjlpeH'P'ii»fÇ9f)tF9,laproipcliqB 
horizontale E'P' de la preniière,lJgDje,,4{)9&^p.>;p4 U 
pro)ectioa du point P' de la Ëg. 38 , et par con»9^eat 
■' ■ ' Ç|^Ued^poiBit.pifj(^.pj;ïflÛère 4ïi)ijç,.#'^(pdïé U,plu3 
qn'il est possible de la seconde. La droite élevéje p^ ce 
dernier, perpendiculairementauplanG'GG", œtJitplns 
conrte distance demandée j^ies' projadliaiu sont P'K.', 
■ P"K', parallèles à N'O', N"0; et on trouveràWlin» 

g(«WÇ,faf.J*-fli'',!»&iF.:i -i-,,;: .■,-.-.: ;V 1.. . r;' f '- M 

-w„ ■ /. . *..: i;rcîTJEÉOflftMK.'..' ..■. -.■. ■ 

- j£sl. .iMaonittihà»^ qoiirrisdex «osmuf Oti'i&^iii 
^'fjH,phttifuelcanquafdii civeo timutatrëè për^mH^ 
culaires entreeux, est égale iot^iafréiHt'téfyiiVj' ■'■ 
Fie. ^, ," Siptar lt.ïtantiJ!il^oii.imagiofe «q jfltfa'p^énf^n- 
la«eÀ là ftoi4BiAlU.>lMi«teria:tio«B BSfV B^ » GI<r, 
^C' ««1 plaoï^a'f^.kbàctta Asi phoii GOtWdtitinill: , ékrG^ 
riM|)flctiT4tnçB6p«;^BfiBiikiies a«E {tt^eâiiiiiW^M'Ai 
Si^A-Ot H?A'.AK^:iiS"*: ÂAt;>é» tM'^âi>pi>ti^étBiu 
iNf Ai, AJ^'M , : A^'^Ui < aiqaistaaib» ioetW drëltfl i 
déteriwi«tOBt« .patt-FléDfB MiéoMtetton» «id^':llf ]>kR 
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-Ml|\ *IM^ <ïtllPy ^liWtfi^e^ht m àînhs dfes Utig^As 
JlAM^i MAW,^ MASi*; WprkriàkiÀn "pàut WVbiîV oju 

teiati^» i»Pl*V AÎTOT , ÀI^^Mf / ttfris ^^Àangfei ^h' 
^detf ao^té» 6l!^ fMh)Ri«^Ià*ki '^tlètèV»iiiqiie aveô VrpM autres 

t^runplan incliné^ et qa*on1à p^h^tèhU lé pitaftHé^ 
mpnkih f^àa ii^f f m 4i(fukiïrés ^éfm^m'dè^iàtà les 

fera à celle de laj^iffênTyfbfHiÈê^iïdèTHmë^të^'ebïhïm^ 

gueurs des projeç^ii^îW'M'S' et PjQ?^«^ ^ ^* 

' ^ tes;^k^\|^;t'M^ et Q'^'Q , soRt .swlîlaji^« #llic v * 

ront par conséquent dap? les m^jes^ppçrtSsqye^celles 
des seconds. 

De plus, il est clair que latfapèa^limK^etis^iprAM- 
jeçiipn I^'H'F'Q' s^opt ^j^ U M*ff« :l«ge«rp il^^^cH^wit 
donc être âans le rapport des sommes d^ J^if^Sf ^j^ 
parallèles ^ ou , te qui revient au mêQie ,, dans cçj^i de 
te-Ws teigieuÀ f ou'a àbnt • '' '• '^^ ' ^ * ^ 
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cette proportion sont égaux entre eux : il en sera donc Fig». 4^» 
de même des deux premiers. 

On ne saurait concevoir en Géométrie le quatre d'une 
aire, puisque cela supposerait quatre dimensions; mais 
il faut entendre ici que cette aire et ses projeetions soni 
entre elles dans des rapports cle lignés telles , que le 
qiarré de la première est égal à la sommé des quarrés 
ferais autres, il suit de là que le quarré du nombre 
de Taire de la figure proposée , est égal à 
i^ç^e des quarrés de chaque nombre d*ùnités pa-" 
reilles contenues dans ses projections. 

Gs. Remarque. On peut arriver immédiatement à un 
iHéoi'ème sur lés tétraèdres rectangulaires , qui n'est 
qn'on cas particulier de la proposition précédente. 

En eSiet^ soit ABCD une pyramide triangulaire dont Fig. 43^ 
trois faces soient perpetidicolaires entre elles ; il suit de 
cctt^Aypothèse que les triangles DAC , DAB et BAC , 
qoiïjipient ces &ces, sont les projecdons du triangle 
^potênuscd BDG : mais à cause que AD est perpen- 
diculaire sur le plan BAC , on a 

ACXAD 



DAC= 
DAB= 



AB X AD ( ' ^'^^ ^'°° ^^^ * ®° quarrant 



^AC + DAB = 



AC X AD + AB X AD 



ai 



ou 



/AC+ ABN^r^ 



=( 



■ j X AD. Déplus, le triangle rectangle 



AC , donnant 

AC*-h ÂB*=BC*, 
CompU ée la Géom\ 5* édit. 



5o COUPhtUMT 

F.g/43.avii5nt BAC 4- 1DAB= ^ ^/^^ . ^ 

4 

Soft mebé par là ligne AD , le plan DAÊ perpendicu- 
laire sur BC ; il rencontrera BAC et DBC , suivant les 
droites AÉ et DE, toutes deux perpendiculaires à BC ; 
on aura donc 

BA<3^2£><iA et BC0^SC><:5E 

qmrrant les> àmtx mevabres de cliaoane àt^ oeff é(|^a- 
tiens y et ajoutant lapnemîci»'^ «iosî ftéfWfée, flvecœlki 
qu*on a déj^L obtenue^ on trouvera 

«î^ i^^Trs*'j_ iSr?* ^* x'ÂÊf . Bc*5c â? 

Bac -f- DAB + BAC, =s . ' ' ^ • ■ — i*^m ^^— -i — 



/Ai) 4- AE\ .— » 

i:* f t; 1 ^ ... U. .. J X BC. 

ÀIaift;ta aidanafetitangle reotan^e'lM£^ 

AET + AE =DE v 

donc 



DAC + DAB -+. BAC => — ^ 



BG K DE 



c'est-à-dire = BCD , en vertu def fe seconde équation 
trouvée plus. haut«^ 

II serait facilè^de dlduii^de ce théoi)t«ie^ latpto^ 
sition générale contenue dans le corollaire précédent. 

Elle a été publiée pour la premier e^^ol^, par Tinseau 
dkilir le ioiûÈe ÎX de» Savan's étrangers ; mais De^a 
la revendiquée dans les Mémoires de l'Académie des 
Sciences, ppur lySS Cp^g? 38ii, où il traite spéfcikte'* 
ment des pyramideâ- triangulaires » 



F 
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PROBLÈME. 

(3. Trouver la position et la grandeur du cercle qui 
"^t [intersection dune sphère et d*un plan donnés. 

n suffit pour oeU {.Géom, â85) d^abàisser une per- 
pendiculaire du centre de la splière sur le plén coupant; 
et ayant déterminé la rencontre de cette ligne et du 
plan proposé, on aura le centre du cercle demandé. 

L'opération sera très simple , si on prend le .tan derFîg» 44* 
projections verticales DAB , perpendiculaire iSlIa corn-* 
mone section AC du plaa p]x>poa^;et du pUn.lioriaon- 
tal, ce qui est toujours possible. Alors O' et (f étant 
les projections du centre de la sphère , si on la suppose 
coupée par un plan vertical mené par la ligne H'O^ 
per[)endiculaire à ÀC > ce plkn pàsseta |^af lè centre 
de la splière , et contiendra là perpendicufairè abaissée 
de ce point sur le plan proposé t>KC ; mais it est pa- ' 
rallèle au plan vertical DAB : on peut dônd ihiâginei:^ 
qu*il vietne s'appliquer sur celiiircî, sans qu*aûbutl^ 
des fignes qu'ît renferme chiange de grandeur hr db 
position par rapport à la commune se<Jtîon ff 0*i qui 
tombera alors sur ÀÈ. Cela' posé, ihVË'fi^ ie^H le 
grand cercle qui résulte de la section dé là s^Mre 
par le plan vertical dont on vient de parler '; la perpen- 
diculaire Ô'ti'' déterminera (55)'fa' prôjécitîôh Ô*" dix 
centre de la section cherchée , sur le planVértîcafDABi* 
On en déduira la projection horizontale (j^)éï ràt^pôr- 
taDr(5i) te CëPtrr eirG/ H u rle plan BAC supposé ra^- 
btfttil d^né le plan boi^aontal , on déerira^-avee WraytM^ 
&W le cîëhsle' VÈS qui fixera la oominutte sedfiôh A? 
la sphère et du plan proposés (*). 



■ih«MM^ 



{*) La projection de ce cercle nrr fe^plàn: Iroiritbiitâl , «ermt ^rtë 

4** * 
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THÉORÈME. 

64« Si F on joint deux points tPune sphère par une 
droite , et qu'on ^lève un plan perpendiculaire sur le 
milieu de leûf distance , ce plan passera par le centre 
' de la sphère. 

En effet, de plan passant par tous les points égale- 
ment éloignés des deux points proposés , passera néces- 
sairement par le centre de la sphère qui jouit de cette 
propriété. 

PROBLÈME. 

ê 

65. Trouver le cefUfe et le rayon d!une sphère , lors- 
qu'on connaît la position de quatre points par lesquels 
çlle doit passer, 

. On joindra; sur chacun des plans coordonnés , la 
projection.d*un de ces points avec celle des autres, par 
trois lignes droites , qui seront les projections des ligues 
menées par les points donnés dans l'espace ; on élèvera 
sur le milieu de chacune de ces dernières un plan qui 
lui spjt. perpendiculaire : ces trois plans devant contenir 
le centre de la sphère , il sera placé à leur intersection 
qu'on trouvera aisément (a3 , 26 ). 

Quant au rayon de la sphère , il n'est autre que la 
distance du centre â Tun des points donnés ; et sa 
construction sera facile ^ lorsqn^on connaîtra la position 
de ce centre. 

Nops nentrerons point dans le détail des opérations 



tàmm^mmmmmmmtmm 



ellipse qai anratc son centre en G' e( son petit axe ëgal à MJY* Je 
ne l'ai point constrnite , parce qne le cercle MI^ sa décric pins 
facilement, et peut tenir lien de cette piojection. On voit qne 
Mrs" : MJy :: AM" : AM, c'e«l-à-aire, qne le grand axe est an 
petit axe, comme le rayon est an cosinns de l'angle formé par le 
plan dn cercle et le plan horizontal. 
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à exécuter pour résoudre ce problème > puisque nous . '* 
les ayons déjà exposées chacune en particulier ; nous 
placerons ici une seconde sohitioi\ relative à un cas plus 
simple que le cas général , nuiis auquel celui-ci peut se 
ramener aisément. -^ ' 

SoiiaitT', Q' et /l trois points donnés, situés sur le Fig. 4^' 
planborizontal; par l'un de ces points, it, et par la 
projection du quatrième E , on mènera le plan vertical 
DAB; on déterminera le centre & du cercle qui passe 
par les trois points P', Q' et R : il est clair que la verti- 
cale élevée par ce point passera par le centre de la 
sphère. Mais il est facile de mener un plan perpen- 
(Ûcnlaire sur le milieu H' de la ligné RÈ' qui joint les 
deux points donnés Ret E' ; ce plan coupera, enO", 
la projection de la verticale élevée par le point O'. 
On aura par ce procédé la projection du centre de 
la sphère sur le plan vertical ; et comme on Ta déjà 
sur le plan horizontal , il sera facile de trouver le 
rayon , qui n est que la distance du centre à l'un des 
points donnés. 

Il est évident que ce procédé s'appliquerait au cas 
général, en cherchant d'abord le plan qui passe par 
trois quelconquesMes points donnés (^. 

PROBLÈME 

SB, Drouver F intersection de deux sphères données 
de grandeur et de position. 

Il est évident que cette intersection est un cevele , 
car si on conçoit un plan vertical MHÎiW passant Fig. 4^. 
par le centre des deux sphères , il les coupera respec- 
tivement dans leurs grands cercles OIE et GIF ; et si 
I 

{*) Ce problème se tiowre dam les Opéra uaiia de Fcnnat , à 
la tête de son Traité de Contactibus SphericU ( page 74 } , et il et t ^ 
résolu à peu près comme ct-dessns. 



y^ 



i 
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jla J^gnfi ^I}f qui joint leura centres ^ ,Cia .xqoïKvem^nt eor 
gie^^rl^ .^QU^,f|pb^a!i.4 la foîa, tandia .que Jled.paiQt« 
I i^t .G ^ipi,Brodi;iî|C(mt.la poix^ni^ie jseçtÎQo , xpd , cooune 
on le voit, sera un cercle ayant pour rayoan QI^ tC^t^** 
tpé^49n^«Wpl^I^^^9<^colf^^ à Ô^. . ., 

Gfitleyçompiuiip ^ecti^ .est ^tièremeitt rdéfe^rainée^ 
fjit pe^^Uei^ ittfl^éiPAJot décrite X^v^^ so^ cay^Qa ««at 
m^ etf#on pW Q<yX^\ fNS^peudiçpîUii;^ A MP^.ïçif 
cio<it«e BAP #ahw^ fl^O', et ËAG aulvant J$.'0' pftr^ 



,€7. Ccfoilaire L SîTon avajt trois sphères ^ on trou-» 
yerah de la nranSère snirante les deux points 0a elles ae 
rencontrent toutes i la fois. 

On combinerait en^eiinble la première et la deuxième 
poçir en trouver rinterse,ctiqn , ainsi qu'on l'a fiçût dan3 
le problème précëc(ent ; ensuit^ on opérerait seipbla- 
l3lement sut la première et ,1a troisième.: o;i aurait de 
cette manière deux plans qui confiendraiedt led points 
cherchés ; et |prsq\i'on aurait construit djuis l*un^ la 
droite suiVant laquelle Hs sp r^ncon|trenty il ne s'agirait 
plus que<le déterminer seslAterseptions avec le c^de 
qui est la rencoi^tre de Tune des sphères et du plan sur 
lequel on a construit. / 

vde iaiflfie Ji« ietilUm je soin id'exécuter Aes ^étaSs. de 
cette solution , ce qu'on peut faice -imo >pl«s~ou moins 
jà*i$àif^s» ,piM: les miifaflîies i^pie f'm eoBpo0»es ^datis le 
iciam.de4P0t /tDBlrrag9if 9*indiqi^iai seuiaiDent la route 
^smfte |pci|iMr ieecas oà las «cannes ^des Arob achèves 
jetaient fllaoés eiir ^ jp4an Ibartaootdw S .eA énieat 
qa'-on peut ^pamener -tous 4es autr^ à oelui4â^-eo -chan- 
geant convenaUement de ^pkms coordonnés. 
f\Zr i7' Sojeat donc Sr,Sr et V, les cenfres de tyoi^ sph^^l» 
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premières se trourwa .dans le fim vtr^io^i ti^f» imt ^ 
li^Cr'r (n<» firéoédentili. fjiifConM^^ entfOiMf la 
psenuère s^hàre ^t celle qui a -spu (oeAlre :au fKâot: ¥\ 
ou tixwveratiiH^ secoua Ûgoe i'g' >p«r Aaquelfe {)iUM«Fil 
le pbm irevtical iQOQtenaAt in commwm rSMlipB^#iMi 
apbères» 

Le point H' qui représente la projectica é» ia, iifpm 
suivant laquelle se ^ou^nt ces 'deox plans TerHcaox, 
sera aosai la pro)ection fdes pointe éCiàUnwgldùÈi éè^ 
mandés, isur le plan horîeootal. 

■Si mamfenant on ^décnit^ur g'f le oercile qnî est la 
eoBUB^ne' -section àe >la premièra et -de 4a troinéme 
spkèFe^ m& (trouvera deacy: points H , qui donneront HM 
poar la (distance de ceux c^i'on-chercbe, au planfiori- 
xoiitaI;4'<oneera placé «a«dessas et f^iaftFe^u-^essous. 

'fl est aisé de Toir que nous avons rësola dans ce 
corotiâire cette question intéressante : Trouver Us -pro^ 
jectûms d\m point, lorsqiion connak ses distances à 
trois autres points qui sont donnés de posiûon, 

68. Corolhire II. Si on r.eièw les itriapgJjB^ M'PJê'/ 
N'P%' et N'MT> eiji J^s faiaaAt. tourner Autour. dies^gpef 
FM;. FN'^t N'M', 163 points g', Jt'-^tr, ae xém\vm 
d^D3,wP seul, .et il ew Té^uJtwa pi?e pj^raipidp dpi^t J^ 
bas? seçaie triax^çle M'IST, eQe^rèX^s^rpnt le^^j^pf 
des sphères données : nous ^pii»4f}S)f:}^mQJ^^r^ CPÇPr 
i.trpibre iviie py^îWWe f 44ï\gu^ 
l,w^êti5s , .^.t;d!ftn.tr,(wr,erTa bwteur^ iqi,^ç3^,^^^ 

6q. l^jfenierunDlan'Éui tpufhe4çj}s ^^j^DçîMdfOmf , 
une sphère donnée, 

ill,wftt j)QiMr ^te (!<î(^W- J?^) à»m^wf>vKi rayon 
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par le point proposé , et de construire le plan qui est 
perpendiculaire à Fextrémité de ce rayon. 

Tout ceci s'exécute sans aucune difficulté ; il est bon 
seulement de remarquer comment un point peut être 
donné sur la surface d'une sphère. Il existe entre les 
deux projections de ce point une dépendance mutuelle 
qui fait qae Tune étant prise à volonté , l'autre s'ensuit 
nécessairement. 

En effet, on voit d'abord que la projection sur le 
plan horizontal , par exemple , ne doit pas se trouver 
hors du cercle qui a pour rayon celui de la sphère , 
et pour centre la projection du centre de celle-ci sur 
le plan horizontal ; car si on imagine un plan passant 
par le centre de la sphère et parallèle au plan hori- 
zontal, il la coupera d^s un grand cercle j qui étant 
projeté sur celui-ci, ne changera pas de grandeur, 
. puisque l'ensemble des perpendiculaires abaissées pour 
former sa projection, composera un cylindre droit dont 
1^ base e3% toujours égale aux sections faites parles plans, 
qui lui sont p^allèles. 
Vig. /fi. CelsL posé, ayant pris le point P' pour la projection 
d'un point de la sphère sur le plan horizontal , on 
construira aisément la section de la sphère par le plan 
vertical mené par ce point et le centre , puisque cette 
section est un grand cercle ; et élevant la perpendicu-^ 
laîre PT , on trouvera les hauteurs du point j^roposé 
au-dessus du plan horizontal. 

L'inspection de la figure fait connaître qu'il y a deux 
points de la sphère qui ont la même projection sur le 
plan horizontal ; et pour mener les plans tangens aux 
points P , il suffira de construira par ces deux points un 
plan perpendiculaire à chacun des rayons MP , ainsi 
qu'on 1'^ vu n? 35. 

70, Remarque. Nous avons toujours exécuté les 
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eon^i^ctions dans les plans qui les contiennent réelle- Fig. 4^ 
ment, parce qu'il en résulte une plus grande facilité 
pour se représenter l'état de la question , en conce- 
vant que ces plans soient relevés dans la situation qu'ils 
ont dans l'espace. 

Ce moyen très çomÉode, souvent même nécessaire 
pour les démonstrations, ne convient pas toujours à la 
pratique, dans laquelle il est important de faire le pins 
petit nombre »- d'opérations possibles , suttout lorsque 
Ton trace en grand , et de choisir ces opérations d'une 
manière convenable xA la nature des instmmens qu'on 
emploie. 

' Il faut alors tirer parti des lignes menées et des plans 
déjà établis dans la figure , ce qui exige dans l'exposé 
des solutions quelques détails de plus, et justifie un 
peu la prolixité des descriptions d'éputes (^) données ' 
par ceux qui n'ont envisagé cette branche de la ^Géo- 
métrie que du côté de ses applications aux arts seu-* 
lement. 

Pour moi , qui me suis proposé de la réduire à un 
petit nombre de questions élémentaires et liées entre 
elles , j'ai dû choisir une marche telle , que la solution 
de chaque problème fÛt^ aisée à énoncer et à suivre ; 
cependant pour faire connaître en quoi peuvent con-? 
sister les simplifications dont je viens de parler, je vais 
montrer comment , avec le plan vertical et le plan ho- 
rizontal seuls , on peut avoir les projections de tous les 
points d'une sphère. * 

Il est évident que le plan vertical P'M^MP, peut 
être conçu enlevé de sa place, et transporté sur le 
plan coordonné DAB , de manière que l'angle droit 



"9 



{*) On appelle épure y en terme de conpe des pierres, la coa-^ 
itraction exécuxét d'an problème de ce genre. 
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Fig. 4$. MM'P' «oit ai^iqué sur ï»j^\e droik MWA ; ^^çfr$ 
toiatee^led coftâti^uptiona qu'on âiuppoae aur le preœifrr 
pl«n, dont 1^ po6^i<m change «vec pelie fânpojuit'qaç 
l'on 'Considère.) psourront ^s'exéont^r aur ia jsiapapd 
d*une manière uniformes pour fous .l^a c^* Ab)si .pa 
pii«iidra JUp égale à M'P'» et m .élçy^era jptp* pQrpLea- 
dUculaire bwc AB ; éUe ^ encQUitrera le grand çc^clç 
de la spbèœ tracé aur U jplaxi DÀ)^ « eo» depic pcÂi^its 
P''»?"» ^I^û A>nnjeroiit les baixt<Qnrâ dios pdin^ P de 
Tespaoe. . 

iSi on rtppqrte emm^ le .point .P^ «ur le pl^ PAB , 
on aura en P", les projections verticales des deqx points 
de la caphèore ^ui répo.nde«t w poinit ^ à» p\m jbciri- 
sxwtd. 

Pour conslrywe^le. pl«n ,*ftiîgcaiit , îj JBe s'^^ira ^plu? 
qve^eimeneriiiiiLipiiftn pQrpqui^iQMUû^ ^ ;V^xtr.émité,âa 
rajroa, de la «phère qw .fiasse jw 4e j^QÀu^ ^QPné , tgtt 
dont on!a k9 proJfBic^ifips. 

PROBLÊME. 

7 1 • »Afdnrr par M^e ligne donnée Mn plw^ tangeu,t 4 
vjiLe sphère dawiée» 

Nous ise nofits ^roposec^ns ^a^ ^ mefi^f ^^ w 
point donné ptis .hoirs d*iui$ aphèce., PU fidan ifw M 
aoit tangent .y .pauce ^i^e -cotte question ^st indétei^o- 
fiée » comme il satAké ide le «vQik ^n îi^p^io^t ^«e i^ 
plan toucne AuKûur A^ point piiopo^é , c^ «qu'ij j>^^ 
faire sans cesser pouf cela de toucher Ji|L ^hèfi^ : Âl H/fW 
est pas & même.,. si tm ae idoBÂe fi^e lâgn^id|»ât«. 

Fbiùr irésQsdlof cette i^eAtiop , il fayt «iqihv 
par le centsesde laeplièniiiH {A^ ip^p««isliQ|ibirif :à 
cette ligne.» .ckerch&r le ^oint o.v jl Jji rencontre^ e^ 
par ce poipt ijjkçoçr .uçie .ta^ligente au gr.^nd .q^çJ^ , 
qui est TintersectioArd^ la «{^âo^ ($t idl» .9U» iPAfiïàfi»*- 
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4)ont ^00 .Tioflt <]« pâ^rjier déter^inin^i^t le plan 4«ix^^4^. 

Lîii^Uon da çet^ coQ^.uetion eat aisée ^ ^c^rçe- 
voir «a imaginait iia,pla<i MT'f, me^ p^k,centi;e Fig. 49. 
.^ {g >8fkèrfs et la HgiM jdqDQ^e F%\ s^^ <}ijie le plan 
MfyjS perpea^iciiUiri) â cette ligue ; c;ar alors U joiit 
du n^ 35 , que le plan NP'F' ^t j)ei:peA4ûu^Uîre W P<Hiiit 
W 4e ladroitp M'N^ et ^Re par.ç^niéi^iiept il^ft^clie la 
^h^e ,ftp point N. ♦ 

722« Mener unplan qui repose sur trois sphères don" 
nées de grandeur et de posùhn . 

Je suppose qu'en ait pris pour pian de protection 
horizontale , celui qui passe par les centres des trois ^ 
sphères , ce qui est toujours possible. 

Soijt menée une tangente HM comniune aux deux pig 50. 
grands cercles qui sQUt les intersections de la première 
et de 1^ deuxième splière , avec le plan ho^zpntal , et « 
dont les. centres se trouvent en F et en £ ; on concevra 
ensuite ^e l'angle HMF , et tout ce qu'il contient^ « 
tonme autour de ta ligne MF : les deux éireonférences 
qui ont leur centre sur cette ligne ^ engendreront les 
deux sphères proposées^ coniSnneHement touchées par 
la droite flM danisles dilTérentes positions ^'étte pren- 
dra. L'ensemble de t^es positions armera un cône droit ; 
Xfir jes points .de contiact s^tox^ to.Rs AU^ If^ qexples 

4fCTî^ pîM^ .IjBs poii^t^ W et Jt,. 

O^ .f^'r^^i;a*ux mêmiÇSjpçwsécpiejRç;^? |W).ur l^ ^phè^es 
dont les centres sont en F et en G , .c;t ja Vgue «OL;^- 
gp^i^a j)^ejllen?(eut wi ^côpe di;-Qit qw 6Hy.eJoj;]yera 
ces deu? pprj??^ 

S^^gpeé^ ofl vioit évideuime)3i,t que ^^ à^u^ cercles 

Ld^% jM?. 1^ .poûit? ,9 et Jtj, pl^ç^^ ,^ur U mm^ 
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f*g- 5o. sphère, se rencontreront dans un point qui appartien- 
dra' en même temps aux deux cônes enveloppana , et 
dont on trouvera la projection sur le plan horizontal , 
en menant 0& et HR respectivement perpendiculaires 
à FL et à FM-, puisque ces droites représentent les 
intersections de ce plan avec ceux dans lesquels se 
trouvent les cercles dont il s'agit. 

Le point dont R est là projection horizontale , étant 
co^^niit, chacune des lignes tirées de ce point aux 
* s&i^ets L et M des cônes enveloppans , touchera 
deux des trois sphères, et elles détermineront un plan 
qui les touchera toutes trois ; car il touphera d*abord 
la première , parce que ^ passant par deux tangentes 
au point dont R est la projection, il sera perpendi- 
culaire au rayon tiré à ce point ; il touchera ensuite 
les deux autres sphères , parce que les droites GN et 
K£ , rayons de celles-ci , étant en situation , lui sont 
perpendiculaires > comme parallèles au rayon tiré du 
centre de la première sphère au point dont R est la 
projection. 

Le même plan rencontrera le plan horizontal suivant 

la ligne LM qui joint les somme;ts des cônes ; il ne 

faudra plus que l'assujettir à toucher Tune quelconque 

. des trois sphères , ou à passer parlé point dont R est la 

. projection horizontale, ce qui est facile. 

73. Remarque, La question proposée est donc ré- 
duite à trouver les points de concours L et M , des 
tangentes communes de deux cercles, avec la ligne qui 
' joint leurs centres. 

Ce problème, qui est du ressort de la Géométrie ordi- 
naire, n'entre pas dans notre sujet; cependant comme 
il ne se trouve pas dans tous les livres élémentaires , 
nous en donnerons une solution dpnt Fauteur noua 
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tost inconnu ^ mais qui est remarquable par sa sim-l^^ig- ^o 
plîcité. 

Sur la distance GF des deux centres , comme dia- 
mètre y on décrit la demi-circonférence FPG ; on dé- 
cHt aussi du point F comme centre , un arc de cercle 
d'un rayon FQ égal à la différence des rayons des 
cercles donnés , et par le point P où cet arc rencontre 
le premier y on mène le rayon OF qui détermine sur ^ 

la circonférence du plus grand des deux cercles don- - 
nés, le point O par lequel doit être menée leur tan-, i 
gente commune. t * •", 

La démonstration de cette construction est très sim- 
ple. Il est aisé de voir que l'angle FPG est droit; d'où 
il suit que OL est parallèle à PG, et s'en trouve éloi- 
gnée d'une quantité OP^ qui , par construction , est 
égale au rayt)n NG du petit cercle. 

74. Corollaire. Si on imagine un troisième cône qui 
enveloppe les deux sphères dont les centres sont en 
£ et G, il suit de ce qui vient d'être dit, que ce cône 
sera formé par toutes les droites qui pourront toucher 
à la fois ces deux sphères ; il contiendra par consé- 
quent sur sa surface , la ligne qui joint les points de 
contact de chacune d'elles et du plan construit pré- 
cédemment. Ce cône sera donc touché par le plan 
dont il s'agit , et cela dans toute l'étendue d'une ligne 
droite qui passera nécessairement par son sommet, 
point qui doit aussi se trouver dansT le plan qui con- 
tient les centres des sphères proposées : il est donc 
sur la droite LM , intersection de ce plan avec le plan 
tangent. 

De là découle naturellement C3tte conséquence, que 
les points de concours des tangentes communes à troi^ 
cercles combinés deux à deux , sont placés sur une 



*f 



•^. 






74- 



■ft 



/ 



•/ 



6û eCKlPLEMENt 

Fig. Se^mème ligne dpeiAe;. propoeitloo dont je doift la cdih 
naissance à Monge {*), 



wlitn UiUfFitMUk, 
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(^) lis (KHiif de réHdén^ttv dëft ràttgâOfes cMbotnme» i deux cecckr 
pevt avssi' de twyitver entre ces cercle»; par Jarméme raison j oa peat 
DMiKr des plans tang^ns communs à trois splières qoi ne les toncbent 
pas toutes d\m même côlé. On pourrait demander , par exempfe , 
que Tune d'elleârf lit loticliétf dans sk partie infenelire, et Icâ dèvL% 
an^s âknà lifa» psévtie £liipérîenré. Enf cottlMfiant ces CMidttioss , 
'on taxoifeitntqae le ^problème du no 7a est'SwtepiiUe de' buitsola- 
tioDSy mais qui se déduisent tontes de la même çoustruction ; et il 
nous suffit de .les avoir indiquées, sans entrer éwa des dëteîls'quî 
D'août ancane application ntile. 
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SECONDE PARUE. 



DE LA GÉNÉRATION DES SCJRFACES- 

jUans toutes les questions qui m'ont occupé jusqu'à 
présent > j'ai déterflifoé les points cherchés par des ^ 
intersecttoQs de plans , et je les ai regardées comme 
résolues toutes^ les fois que j*ai pu assigner la position 
de ces plans. 

Les problèmes d'un^enre plu» relevé dépendent des 
néaceê courbe»; il est donc à propos , avant de cher- 
cher i les! résoudre , de faire coonaître ce» surfaces. 

De^nèmo qu'une ligne courbe tracée sur un plan est 
«Ole suite de points distingué» des antres pai' une pro^ 
priété cèminune y on , ce qui revient au même , par des 
ïappèfts ealr^ certaintt» droites menées de ces point» à 
désaligné» on à des points donnés^ de ns^me aussi ime 
sUil^e deurbe est rensemUe des points de Tespaoe 
qui jouissent d'une pitopriété coromime^ on qui donnent 
lien à' «^^ij»es relations entre les distances de ces 
peint» à des» liftes oii à des plans donnés^ 

Un point qui se meut suivant une loi' qUeloonqds'y 
sur utt' ]^n y déofk une courbe. Une ligne courbe qui 
se meut dans Tespaûe^ ou qni eban^ â la foi» de grm- 
iétax eidepOsÂtiei) sui Vaut uoe loi déterminée^ ei^ndre 
une surfaces ec>urbe| qui n'est autre chose que lîen- 
seo^lc^ des pioeitions successive» qu'elle a occupées , ou 
de» forme» qu'elle al prises ► 

Je vai»céteidiiex^ d'abord Itis siirf»el> composées de 
lignes droitesl 
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84 COMPLÉMENT 

DES SURFACES C O N I Q U'E S. 

75. Si l'on conçoit qu'une ligne droite qui se meut 
dans l'espace , soit assujettie à passer constamment par 
un point donné, et à suivre le contour d'une courbe 
donnée de position sur un plan , elle formera une sur- 
face dont le cône n'est qu'un cas particulièi: ^ et dans 
lequel la courbe prise pour diriger le mouvement de la 
ligne dîToite est un cercle. Construire cette surface-, 
c'est assigner la position de tous ses points relativement 
à un plan donné , et ce but est rempli lorsqu'on est par- 
venu à connaître pour chaque point du^ plan horizontal , 
la hauteur de celui qui lui correspond dans la surface 
• ' proposée, ou sa projection sur un plan.vertical domié. 
Les surfaces de ce gexure ét^it coupées par des phms 
verticaux assujettis à passer par le sommet, les sections 
sont: des lignes droites. Si par un point pris sur le plan 
horizontal I et par le sommet du cône , on mène un plan 
' vertical, sa rencontre avec la courbe donnée fera con- 

naître un point de la ligne droite cherchée , qui doit 
passer aussi par le sommet du cône. Cette ligne se trou- 
vant tout entière sur la surface du cône , doniysra la 
position d'une infinité de points de cette surface. 

Les surfaces coniques coupées par des plans paral- 
lèles entre eux, donnent pour sections des courbes sem- 
blables entre elles. 
V /y Les cônes sont aux p3n:amides ce que les courbes sont 

"* aux polygones inscrits et circonscrits. 

Fig. 5i. Soit, par exemple , la courbe H'X' tracée sur le plan 
' horizontal , et supposons que la droite MH^ qui doit se 
mouvoir le long de cette courbe , soit assujettie à passer 
' constamment par le point M ; voici comment on pouniEi 

trouver la hauteur PF du point P de la surface proposée^ 
qui répond au point P' du plan horizontal. 
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Si l*oii cpQçoit un plan vertical qui passe par le point Fis* ^'* 
y et par le sommet M |- ce plan coupera la surface oo- 
DÎqae suivant une ligne droite sur laquelle se trouvera le 
point cherché 7 il nest donc plus question que de con-* 
^straire ce plan et la ligiie qu*il contient. En joignant le 
point P' avec le point M^ projection du sommet du 
cône , on aura la ligne M'H' qui sera la conmiune sec-* 
tion du plan 4ont on vient de parler, avec le plan hori^ 
zontal , ou la projection de la ligne droite menée sur le 
cône par le point cherché. Il est clair que H' sera 
le point où cette dernière rencontrera la courbe ; on 
aara donc pour la déterminer deux points IT et M » qui 
étant rapportés sur le plan vertical en H et M', donne- 
ront sa projection HW : rapportant aussi P' sur le 
même plan , en P', la hauteur cherchée sera PP*. 

Si la courbe X'H' était un cercle , on aurait le cône 
désigné dans les élémeos sous le nom de cône oblique; 
et si le point IVf était le centre de ce cercle, la Surface 
engendrée serait alors celle du cône droit. Dans tout 
antre cas , c'est une surface analogue , et que nous dé^ 
signerons toujours sous le nom de cône, parce que nous - 
attacherons à ce mot Tidée d'une surface composée de 
lignes droites qui se rencontrent toutes en un seul point. 

Une ligne droite étant indéfinie par sa nature , il s*en« 
mit qn*on peut concevoir la ligne génératrice prolongée 
aotant qu'on le voudra au-dessus du point M; la surface 
engendrée par cette portion , sera un cône pareil à celui 
qui est produit par la partie de la ligne droite ^ infé- 
rieure au point M, et ils ne constitueront à eux deux 
qn'une seule et même surface dont ils seront regardés 
comme des nappes, mot analogue à celui de branche 
dans les courbes* ^ 

C'est un principe général de considérer comme ap- 
partenant à une même surface toutes les parties qui 

CompL de la Géom. 5* édit. 5 
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p'^metkt étftfedg^tiâi éetf y s»oit par le iiiSme mont em^nt» 
-ioit pât ktoètne îeoiii^e, émbr&ssée dan» tùixte Téten- 
'4^ jqtt'ellepeat aroir. 

DES. SVRf ACES CTLIRDRIQUE». 

76. Le motiyeinent de la droite génératrice dans les 
strfaces que nous venons de considérer , est déterminé 
"par ces deuk conditions : i^de passer Gonstatnmçnt par 
iïn même point; a** de suivre le contour d'une même 
tourbe, tci nous supposons que la droite génératrice 
t^este totijourà parallèle à elle-même , dans les difTérentes 
)>ositions qu'elle prend en glissant le long de la courbe 
Fîg. ^sr^opQ^e Q^(^' La surface ainsi engendrée sera analogue 
â délie du cylindre décrit dans les Élémens, et serait le 
cylindre même si la courbe Q'^Q' était un cercle. 

Voici Sur quel principe est fondée la construction de 
la surface proposée. 

îl est clair que si on'ta coupe par dès'plans Verticaux 
et parallèles à la ligne g'énératricejles sections ne pour- 
ront 'êtrô que deslîgnes drbîfes.parallèles à celle-là. 

I^our trotn'er ToYÔonnée verticale qui répond à un 
point quelconque du plan liorizontal , il n' j a qu^à mé- 
tier , par ce point ^ un plan vertical , parallèle à la l^ne 
génëràfrice y et construire sa commune section avec 1^ 
surface proposée; ce qui est facile^ puisque la ren; 
côixtre du plan vêf tîcâl avec la courbe donnée Tera con- 
Waîtfe un jSoînt de la ligne 'qu on cherchç., qui d'ailleurs 
'doit être parallèle âla ligne génératrice. 

Les surfaces cylindriques coupée's par des ptaiis pa- 
rallèles entre eux , donnent toujours la même courbe. 

Hei surfaces soiit aux prismes ce que les courbes soot 
aux polygones inscrite on circonscrits. . 

Voici les détafls du procédé qu*on peut employer 
pouir con^r'tji^e leii surfaces cyTihflrîques, Soit TST' le 
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point àonni fixr le .plan hnrizoatal *, on luènera p9lF ce Fig. 5^. 
point et iwrallélemeat à H'F, pro^eotioa bariz<>afeale 
de l'une des positions quelconqoea de la droite i^énéra- 
trice du cylindre 9 la droite N'Q'vcette Ugne rencon- 
trera la courbe proposée dans un point Q^ quoa rap- 
portera sur le plan vertical en Q \ alors menant Qî^" 
parallèle à P^H'^, projection verticale de la droite géné- 
ratrice qu'on a choisie pour terme de comparaison^ on 
rapportera le point N' en ATsnr ie plan vertical» et ff^" 
parallèle à AD , sera la hauteur demandée (^}. 

Si la ligne génératrice était perpendiculaire an plan 
de la base » et que la courbe donnée fût un cercle , le qy-* 
lindre serait celui qu'on désigne dans les Élément aous 
le nom de cylindre droit. 

En général , quelle que sôlt la courbe Q'Q^ <^Io r^^i- 
ferme toutes les projections horizontales des pointe pla- 
cés sur U suEJEace du cylradre pro^posé;, lorsque la lî^e 
génératrice^ est perpendiculaire au plan horizontal sur 
lequel sa trouve cette courbe. 

iBftS COURBES A toOUBLË ^XHTKBtJilE. 

77. Si l'on confit utie ^lâted^ points ^13 sur la sur- 
face du cylindre d'après une loi donnée «fen^^mUd de 
ces joints formera une courbe, qui le pli^s ^ouvetrt ne 
saurait être comprise tout «ntiére daiia un même 
plan4 la projection iiorizontale d^ cette courbe «era 
la base du cylindre sur ie ylap faorjzo^tal. Imaginoat 
ensuite qnf par chacun des points doet on^ vient de ^pjir- 
1er, onabi^e des perpendioakair^e ^sur la plaa v^r4i- 
cal ; ransemUe de cbs pçrpeadiçttlaires ibrmeffâ «oe 



i«*i4MM«4waiMi 



iribMMt^tai^H***WVMk«4H»iÉ*É»*lMta<*Mk* 



U'P'mW^, 'Mimwàm poMÔinn de «» érotM Vrftvivtfico du cy- 
lindre i il suffic qn^ellc lai soit panllèle. "* 
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Seconde surface cylindrique qui rencontrera la première^ 
suivant la courbe déterminée par la suite des points pi^ 
posés ; et les intersections des perpendiculaires avec le 
plan vertical fermeront une courbe qui sera sur ce plan 
- la base du deuxième cylindre , et par conséquent la 
projection de toutes les courbes qu'on pourrait tracer 
sur ce cylindre. II suit donc de là qu'elle appartiendra 
aussi à la courbe suivant laquelle se coupent les deux 
cylindres qu'on a considérés. 

Cette courbe sera déterminée par ses deux projec- 
tions; car elle est donnée par Tintersection de deux 
surfaces cylindriques perpendiculaires à chacun des 
plans coordonnés , comme une ligne droite est donnée 
par l'intersection de ses deux plans projetans. Les cy- 
lindres remplacent ici ces plans ; mais deux plans quel' 
conques déterminent, par leur rencontre > une ligne 
droite > et l'intersection de deux surfaces courbes dé- 
terminera une ligne courbe dont tous les points pour- 
ront ne pas être dans un même plan. De là résulte la 
division des courbes , en courbes planes et en courbés 
à double courbure ; les premières ont tous leurs points 
situés dans un seul plan : il n'en est pas de même des 
dernières , qui n'ont jamais qu'un nombre déterminé de 
points dans le même plan. 

Pour donner un exemple bien simple de ce genre de 
courbes, soit un cylindre droit à base circulaire ^ sur la 
surface duquel on ait posé la pointe d'un compas, et 
pendant que celle-ci reste fixe, qu'on fasse mouvoir 
l'autre de manière à reposer toujours sur la surface du 
cylindre; cette dernière engendrera évMemment une 
courbe à double courbure, qui aura tt)us ses points 
également éloignés de celui sur lequel tombe la pointe 
jfixe du compas. Cette courbe fera donc partie d'une 
q>lière qui aurait pour rayon l'ouverture de compas 
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donnée ; elle sera par conséquent l'intersection da cy- 
Jindre proposé avec cette sphèrç. 

Cet exemple suflît potir faire voir comment les courbeti , 
naissent de l'intersection des surfaces ; c'est pourquoi , 
nous renverrons les problèmes qui regardent les courbei, 
aux articles où nous traiterons de Tintersection des sur-* 
facçs. 

Il résulte de ce qui précède , une extension des deux , 
genres de surfaces que nous venons de considérer j^ 
savoir^ I«:^ surfaces coniques et* cylindriques ; car on 
pent^ au lieu des courbes planes que nous avQns cboi* 
•iespour diriger le gouvernent de la ligne génératrice 
dans Pun et l'autre cas , prendre des courbes à double 
courbure. 

Cette circonstance n'ajoute aucune difficulté à la 
construction des surfaces coniques, et cylindriques ; car 
la courbé directrice étant donnée alors par ses deux 
projections, quand on a trouvé le point où le plan ver- 
tical mené par le commet du cône 1 ou parallèlement à 
la génératrice du cylindre^ rencontre la projection ho- . 
rizontale de cette courbe, on rapporte ce point sur sa 
projection verticale ,' et l'on trouve un point de la pro- 
jection verticale de la droite qui appartient au cylindre . 
ou au cône proposé : 'alors il ne reste plus qu'à mener 
cette droite , suivant les conditions données dans les ar- 
ticles précédens (*). 



1*^ 



(*) 0»»doBp^ 1q Bom àù ecurh€$ a dmMe courbure à ccUct ddiii 
lom ley poinii nç foçt pps dan» un m^rne plan , parce qn'étanl le rtf. 
•nitat <le rintenection de deux surfaces conrbef , elles parugent la 
courbure de Tnne et de Paotre. On rend cela senaible en supposant 
QM conrfce ttncëe sur lin plan , et qne ce plan Tienne à se gandiir, 
on ^^il soit tojù» dHme manière quelconque \ bIom la courba pro- 
potéç prend une nonfelle courbure , qui résulte de celle que Icf cir« 
eoonancesy on la rolonté , ont donnée tu plan. 
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78. La 0p}ièr« dont nous nou3 aomxne» déjà beaucoup 
otcupésy est engendrée par le mouvexuent.d^un demi-^ 
' oercte tournant autour dé son diamètre; il est évident 
qu'on pouira ^ubstiti^e?; au dexui-cercle une^ courbe 
q'uÊlcon(|ue , tournant autour d'une ligne prise dans son 
plan, Le^ surfaces qui naîtrpnt de là^ et oue.nous f^-. 
irons connaître sôus le nom dé surfaces Â révolutioijL^ 
ont tDûtes une propriété commune^ celle de dônneivdea 
cércljes quand* oix les coupe, par des plans p<^^ettdiqn- 
laîires à ra;xe de rot^^ïon. 

S^'Tôij reçiar<jué en outre que tout. plan. nien4 par 
leur âx'é, Coupe ces surfaces sniVant leur çoiu:]t>^g|êiié-r 
ratriçe, çn ^a celles de leuzs .propriétés ç^rsictéri^t^- 
ques qui so^^t nécessaires à. leur coiistruct^ ,, liaquçlle 
peut ^"effectuer afnsi qu^on va le voîr. 

Nous supposerons d àBord que TaT^e de rotation soit 
perpendiipi^\j^ire au plan vertic^^l; il est çl^ir que sil-bp; 
iitaa^mé un pl^n" parallèle à celu^r-ci, il c;oupera la sur- 
face proposée suivant un ceicle qui ai^i^a pqur rajoi^. 
l'Vjirdonnée de la courbe génératjpice, . . 

Pour, exécuter cette construction^' il, n'y a.qu*à îma-' 

gmer le cprps coupé par un plan horizontal^ et j^ssant 

par ràxe A^ rotation ; la section qii*on obtiendfa4 ler^ 

la courbe génératrice j, qui, se trouvât dj^i;ia.un plan., 

/ ])ara]lèle au plan horizontale ne changera pas de nature 

é t a nt pgojotcc sn r c e derni er . ' 

Fig. 53. , &>iÉ)iiGm<: Ji^N^^oeile^eôiiriM vpfti^Vp9kb»7^ F^ 

ottlwi tii*fie Pbtdoniiée llfW''; c>st,Iè ta;^on ÏBj^ eerctç; 

, qui dbit contçiijiii: le point çheçc^fi. ^wiaqHje^ÇRCç^çXç içslt 

ci^p^J^ifi. £(ij^o, \^if^ îi'MM^, ii(9^m^ PM)i« )MtMHt(P-V 

il- auM- p^Mitf .:piioje«*ia» MW k> pkn mxûwA DABs "V* ' 

çtfehr ^ qié^it r^oti ^ et* dqpt; ïc çenttt ^rpi w ^^^ 
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Raçpprtant 4>^«^iiitepaat.le point?/ ep^ip/et,<l«|ii^iPl^t; ^ 
011 «ura le plan fectic^l P'ii^', ^^ çç>up«r%û.^«3G)«' 
pcoppsé en deux pQin,^. P, dont 1«9. proî^cMopsi ^«Blft-i. 
cales seront P''. 

75[. Les surfaces que 9003 Tienons, de considéra sont 
déterminées par une seule, ooxirbe.f.il j, eia a d^aujU^t. 
pour le^pelle^ U ea faut ewplojec d^ux pii> aa plfit 
g^and npn;l?Kç,i qiak^ant de do^n^r qjieilijpiei exemples 
delà génération dd; ce;i deJfni«rei,| noyut tji;j|itei^o^ ,4c^. . 
i|itçrseçtiQi^9.de9;prt^|uiàr^ çnjtre e|la« .: ., 

pB^ iKtBksïtrriaNs pes surface^ cqprbës. 

8i9. ij.a m^ffiçde U,plas iMi(urella at Upluf g^néiwli^ 
])gi|c; çn^niv'a 1^ mteypfe|CtIon« d««^^iUP^açflN^.ç«ida^i* 
car^isti^ 4, (es. iti|agiiier CQijiyM^^. p#r :4^Sr plans> masiéa 
sqi.ya^t çeijtainea^cQiijdiitians. L^orsq?'^ %• dfUirmijui W» 
8^4pfVVfe|^^*i Rar W ni4ni,q piaadipfti^h#i5i|^e^dt%4fiui 
Buçf^es cqi^b^a* prQt^séf s.,. Les {Kunl^qiMiiOW^ C9«»r' 
muqs à, cea49}^.Ç9Uf:bça%it j^^^^ df) 

Imteweattonj fî^^c^éf ,. j)nia^^ «oi^t 4. i#. fojs iht , 
IVe.dea sij^fcipça if^mhp^^X^uvYauit^^ i: • , j 

Les plans coupaus peuvent être men^p/lf^liUkSiaM; 
à lun dff^, jf^9S^^4X^Qjç^ppfi^B^ S^lfgwm ^U^ c^r^ok 4u 

pla^ yçflipaj; :> '!î*W, ^^. ^ W^trujrj^ l«ii wwrl^wr 
«ij\Y«mt^^q>?e^ÇSiJf r«9pp«(r^n|t)f#<ff9<^E^« 9r9poèéi^ 
car tous les point^^.Ciçl ç^i^^^^MWm^ IftuM'PlGdjteR 
tions horizontales dans la droite oui est la camniune 
section du plan coupant qui tes renferme et du plan 

courbes dont la construction est connue ^ on poiuyn^? 
trouvçj;,U H«SHÇ 4ftfl>>^ç«ip d;ç\ff .^4ç^!W*,WiHr?- 
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7' COMPLÉMENT 

premier contieot , sans que leà lignes qui sj trouyeift 
changent de grandeur ou de positions respectives ; et par 
conséquent on aura immédiatement dans la rencontre 
des sections tracées sur le plan vertical , la projection d*un 
point de l'intersection des surfaces proposées. 

En répétant les opérations indiquées, on trouvera 
autant de points qu'on voudra de cette intersection. 

La méthode que nous venons d'exposer peut s*êtendre 
à toutes les suifiaces courbes en général ; mais on voit 
qu'elle exigera presque toujours que l'on Construise deux 
courbes peur trouver chaque point aes 'intersections de 
ces surfaces, et il arrive dans beaucoup de. cas qu'en 
■ choisissant les plans cou pans d'une manière convenable^ 
le» sections à construire ne sont que des lignes droites 
ou des Cercles, et par conséquent n'exigent qn^une opé- 
ration pour trouver tous leui^s fsoints. Cest en se rap>- 
prochantle plus qu'il est possible de la génération des 
surfaces dont on cherche la rencontre , qu'on parvient 
à des constriictians simples et fiiciles; et l'on en obtien- 
dra de telles, en renonçant quelquefois au système des. 
plans boupané, pour employer àeà surfaces courbes 
dont les sections avec chacune des proposées soient ai- 
sées à déterminer. 

Des exemples particuMers rendront trèis daires ces 
notions générales, qui peuvent d'abord paraître com- 
pliquées , et montreront comment il faut se condfiife' 
dans les cas dont on lie parlera point ici. 

PROBLEME. ./. 

81. Consifuife tmiersection iun éyUn)iré et i une 
sphère. 

On prendra pour plan des proj^ttions horizontales , nn 
plan parallèle à la ligne génératrice du cylindre, et pour 
plan vertical celui qui est perpendiculaire k cette ligne. 
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' €d rottimàghiejensaite que le» plans cxHipantsclient 
paullèles-au pian horizontal , ils .rencontreront le cj-- 
Imdate 4»B dea lignes droites parallèles à sonaze, et 
la sphère suivant des cercles dont le centre sera pro- 
jeté au môme, point du plan horizontal que son centre ; ; 
les rayons de oes cercles seront faciles à trouver par ce 

qui a ^té dît au B^£3. 

Cette eoBStmction peut s'exécuterfacilemént à faide ' 
' des notions qui ont précédé cet article , aussi trouvera- ' 
t-on ici peu de détails ; et cela, parce qu'il me liemble 
qae< lostqo'en a svfiBsammeot îqdiqiié' comment it faut . 
mener lés plans on lignes qiii vésolvent «mié qùestioin , 
ronâre^ autant que la brièveté; Veut qu*on se dispense > 
d'expliquer de nouveau les procédés qm font partie des 
questions déjà résolues. . / i 

* Dans les cas dont il sVigit ici ;^ m a mené des droites 
g'i''^ parallèlement à AB, dans le plan vertical fe'R es sont ("ig. 54^ 
les çomipunes sections de ce pian avec les ptâiiB cob- 
pana^qu'osi^ suppose horizontauiç) •g'i* est évidemment 1 
le, rayôn^dii cercle suivant lequel un de ces plans i^h^ 
contre la sphère dont le oeqtre est projeté en E^ smr le 
plan yelktioal*|f et dn £' sur le plan horizontal. 

Les points P^, et P'^, où la ligne g'i' rencontre la 
bassi du cylindre^ sont les projections velrticales.dcf^enx ' 
droites qui je trouvent snr s|i surface i et qui sont cou*- ' 
pées chacune en deux points, parais cercle de la sphère , 
compris dans le plan horizontal mf^né pj^r gV« '; 

Par conséquent, du point £' comme centre etd*ua 
rayon égal à g^i*', on décrit un cercle; les points. p\, 
p's > P'i 9 P's > où il rencontre les projections des, droits > '^ 
dont on vient de parler, appartiennent à Tinterseçtion . * 
dierchée de la sphère et du cylindre. 

Par le «lénas procédé, on déterminera autant' de 
points qu*on voudra de cette intersection ; mais céfîx 
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Fîg. 64. qu;UI^,8*4tjli«^er«péidUI«>i«n£àitrmtverI«ijp 

êoBjt «^ Kmiie^i.. Ainsit, disn^l'eiBeiitpU qiilnoiis^ceiipt , 
h cyliadr<r>p£^ibli'e entJèrojDieiili !& «^èis^.et par céuw: 
séqiian/t il la r^ftcobtve deux fois^a^oiv, àtaonrcntréo» 
et 4 •d'Soctie *.: chaque opSratàcm ddnne èla foi» des 
p9V^ àfi Kiiiie et de Tautrei de flês^ seodoiiâ, qo'ttii8> 
faut pas confondre ensemble > et c'eilà'^ohdn pdPviteiH. 
d^4^;^ sf, Ke|>r^mt«iii: là siiuarion lie a pee tr r ^ » <id ces 
d£ji^?t fWpisi, Q« vorotî aloM que hb plm gwfide lârge« 
d^«ft^i^3|top«d0it.8etroay.erdaitfl k phm: eoupai^t meiié 
P^j V^^ <]mi ^iift4irA ji ^:les pointa pièces aindessoudi 
de,^. planjQ^ttCdV^.^à iIm teotidna: a'a^pekent to 
pltta ]!uojQ d^ rarutra^ et qù wedntiiahra lès. peints qui 
099j^ a|i?de69ii»â a^astiènocoiitaiix'bvaiictea'dtt êettionflt^ 
les plus éloignées. ' ■ 

.J^XMdp,4^,imi9Pm^^tifmàf ion aétilfan atsémeit 

tal^, deXfMrée^ çflî^aàr^ danaia aphèra , etp^r p^'3 pV 
pWj^^M^ d^ la) a^rtiie^i: gKWPlL;èJfi{iio^ti9nt.vepHi|ab r . 
eU^-j^f Q0^imi}n€ià>toiili€0^déux^^fja*îBflt iàxxoDclr'qavi aurr ' 
d^ J3^ç W cyKndM',; sur •l«iplaa;Vertièat lifl;' •-' • ^'' ' 
Fie. 55. ^^ figuret isnivftfila .tepré^eata:avaci kt luAttuii lef tréa 
le^êi^lAçyYindre A*6illr«|-aiè p2|â detoù^behiâi^nfètre 
d^^ia ai^^^ii. W .e#fc éridtoiiquë la» poistsili^'t «^^ t'if 
ùQj^m^^^y^ lipMleé i.et qae[ksiBGtic»abtiiniqBè (^9: 

8a. Trouver hs projections de ta courte qui est Tyir 
ter^Jèciioh;dSinesplièreetd*uncâne> ..' , 

Okâ léra passer les pl^ns' coupans p^ )e sc(Ç^ma}i di^ 
c&rïé',étùïï les supposera perpendiculaire^ a^ planlfOHt 

' rilx>iitaf ; par cermàyen les sec^îoiîs f<^i^s d(in^ ca ffàn^,^ 

* t I . . I ■ t '■'..'. ., • I. '•' ■ . ■" , », 
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de la ^èit<( serpot 494 cercdes dont on InniTtra )• 
centre ^\ W taym pAr 1^ prof(àâ44li d^ 63. 
En voilà assez poar mettre ceu)(.€pi sont 
avec le^ «^stn^ctkw qi^^ ^QUf> asTonardonnéet ,. èpot-fée 
di») i;é4oiulre le pirpblèmi^ pi;Qpoa#; liOMCeffOiiSDaaile>4 
ment cQOiai^qiifiirtia procéda aqa}ogM è eèhii doin* ^^i - 
paclj^q^elo^ajb^ègecHp.pçul'opéi^H»!^ .. 

qui cepré^n^e Lf <;q|mpi4^e aacti^ d« ceiplk^ flttdf(| 
Ton des plans yertifij^i^ipf^iuplpis lia, Mns^tdvjûôiMv t 
point dont les projections fo^it fltn S' et S' ; an lieu de 
rabattre le dernier plan, en le faisant tourner autour 
de S'K\ qii't)n lé trtfnspotte sur BAB , en couchant |a 
ligneSfK.' MIT* ABv de ntertière ^uè'lef point S' tombe 
eiHiS'^.^ors en prenant ^fc^STC'/oh'pouîTa mener/ 
lesidroites'S^, q^HéUfont'l^s iroctions dii côhë, par Tè ' 
pian coupant (75). FàhiantebsuitemÉstS^» le'pqixlt g ' 
sera la poditî«n^db centre du cérclb' 'dans hqiieï là 
sphère rencontre le plan coupant; ciaf !) rép6iiâ;aû- 
deraua 40 G^> À une' hauteur égale â celle Uu^ centre df9 . 
petto «fifctor qti^oD^ Vétt projeté en E*^ et E** r enfin Ite 
rapd dii c« eei«d«^ gli /égil â G^H; (0). . ,^ 

ILes points pi ^ l<s éerolè^ àott MYiénï dé pai1et[^ 
t(mp%^^ àPûiàëé 8^k» af^pai^ëéninent il HiittfTsection dn^^ 
çèMf^'idb* ^9^ I9û4^d priopèsée. Ils sont àii nombre àë* 
qnalRh^^kWrééiti^OuVent âûk^ là eébfbe Fonmée par Y^i-^ 
■Xi^^iéw cbMêktï^ hi s^Aêt-e , tV èëttjt stir celle qut'^ 
riftuiui dis la séHiè. <H appliquera ici' fei èbservatiçns '.' 
que nous ayons faites pour Fe da^ dd cjrjlndtt. '^ ^^^ 

be»^ p<iih«S'p «ont placés âaiis le plan conpai^t; poàr ' ; 
ai^«ir' ^rt^ proj^ctionsvirfetrt ^renàre Si^ égal à b î /"^ 
elpWipoinifi^aètâ la projeotibnsurWpî^ Horizon f^^^^^^^ 
i^i^ifilit'eiisfRee V^9% peipendiçuiaire k Aff, feprojec- • 
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Fig. 56. tion v«rticale P*^ se trouvera à la rencontre de cette 
droite et de p i; car le point p étant pris dans un plan 
vertical y est à la même hauteur que sa projection sur 
tout autre' plan vertical. 

-Afin de ne pas compliquer la figure , l'opération n'a 
été exécutée que sur un seul des points p; mais elle 
ainrait lieu de la mè(ne manière sur les trois autres. 

Quoique la base du cône représenté dans la figure , 
BÔit un cercle ^ comme on n*a employé aucune des pro- 
priétés qui la caractérisent , on voit que la construction * 
précédente s'étendrait à tout autre cas. 

PROBLÈME. 

83. Construire ^interjection de deux cônes. 
Nous supposerons y. pour plus de simplicité, que les 
cônes proposés aient leurs bases sur un meure. plan, 
c'est-à-dire^ qu'on connaisse la cpurbe suivant laquelle 
chacun d'eusç coupe L'un des plans coordonnés , l'hori-^ . 
zpntal ^ par exe^nple : on verra bientôt que la question 
peut tç^q jours être ramenée à, cet état. 

Cela ppjsé;^ j'i^inagine un plan passant parla ligne qui . 
joint les ^somçi^ts des .cônes proposés,^ et tournant aur<- 
tour de cette ligie ;:ce plan j, dans chacune de^ positions -. 
où il, .renco^trefa^les^^pçes^ les coupera suivant des 
lignes droites yqof fe^nt en généra) au nombre dequatre,. 
saypir, deux pour l'un , et deux pour, l'autro^ et coma» > 
elles sont toutes da^s.pAmême pla^ i c^Ilies.qni>ajqtar*'^ 
tiennent au premier cône rencontreront leurs oovres-t *' 
pondantes sjor le çecQndj dans des points qui feront partie 
de l'intersection de ces surfaces, 
f'ig* 57. Soient S' et S'> s' et %", les projections dessommets des 
cônes , F^F^ et f Fj les courbes qui leui).senrent de base . 
sûr le plan horizontal , E' le point où la Ugae qui passe 
/ pai les sommets des cônes proposés rencontre le plan^ 
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horizontal; il est éyident que le plan coupant, dans Fig. 57. 
tontes ses positions, doit toujours passer par ce pointi 

Je mène ensuite la droite ET' à volonté , mais de 
manière cependant qu*elle rencontre les deux bases des 
cônes ,et je regarde cette ligne comme la commune 
section du plan coupant et du plan horizontal. 

Je construis (76) les projections des lignes tirées des 
points F'j au sommet du premier cône , et des points P 
au sommet du second ; ces lignes sont respectivement 
les projections des génératrices des deux cônes propo- 
sés, situées dans le plan mené par la droite qui joint les 
sommets des cônes et par la droite F'F'; et leurs ren- 
contres , marquées sur chacun des plans coordonnés 
par les chilFres 1 , a , 3 ^ 4 9 seront des points de Tin- 
tersection demandée. 

En jetant les yeux sur la deuxième Sgure , on con- 
cevra facilement que l'un des cônes proposés pénètre 
l'autre f et que des quatre points qu*on trouve par la 
construction précédente , deux appartiennent à l'en- 
tée , et les deux autres à la sortie du cône pénétrant. 

84. Corollaire premier. S'il s*agissait dé trouver l'in- 
tersection d'un cône et d*un cjUndre , il faudrait ima- 
giner par le sommet du cône, une droite menée parallèle- 

f Hent à la génératrice du cylindre; alors tous les plans 
passant par cette ligne , couperaient le cylindre et le 

cône propolés I suivant des droites, et la construction 

serait la même que dans le cas précédent. 

85. Corollaire IL EnEn si l'on demandait Viotersec- 
tion de deux cylindres j il faudrait les imaginer cou- 
pés par des plans parallèles à leurs génératrices, et dans 
le cas où ces cylindres auraient leurs bases sur le même 
plan , la construction deviendrait analogue à celle qui 
a été indiquée ci-dessus , pour les cônes. 
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£u «ilet^ vOD -délèrmmerait (di H 36) b HgKe nâvatit 
]aqta«lU «m plao purullélé aux ^kiératrioea , îrenectetrè- 
Initie plan hùA^antal (*)*^ <et on niènevait ^émiiite lant 
de lignés ^'On voudrait {mFàllèlement à ceih-^ei. Lès 
poîats oà etles 'ocmpevaîeot les bases des ôjriiAdces pro- 
posés ) sevaient placés aur dite géoératrioes piisea dasis te 
tikèmé plan , «t donton construirait lés projections (76) ; 
leurs rencon^es motueiles déterminefaient des points 
de la aeetioa demandée^ 

, S6, Remarque. Nous ne saurions entrer ici dans le 
détait deë procédés qu'on potnrrîiit adopter pont les 
dilféreni) cas particuliers. Ccrt ob'^et n'a d'ailleurs au- 
cune difficulté; et quand on s'estj habitué au genre de 
coÀsidéi^tionâ qn^il comporté , aa troure âci-^mémetes 
simplifications dont les méthodes générales peuvent 
être SQBCeptifates. 

ïïons atonà supposé que l^es hasies deâ cônèd on des 
cylindres proposés étaient sur oti même plan; quoique 
cela n*arttVe pa]8 toujours, on peut l'obtenir facilement, 
puisque nW besom qne de prolonger jusqu'à là ren- 
contre âOfpl^n horiïoi^tal les{;éaératriGaS)«oiistrttites 
comuM xmr« tu (76). 

Otn pouivaitiaéme se passer da cette ^ipératioa pré- 
paratoire, «a menant effectiyament les plans co^paa^ 
suivant iet «onditions données , et en jdétarmioant iei|i 
rencontre -avec les courbes qui servent é diijger m 
liiottvemens des droites génératrices :; mais ce moyen 
n*est guère commode , surtout ^uand les courbes dont 
fl is*agît ne wtk pas planes. 



(^) Poar construire un plan suivant ces conditions, il suffit dMms- 
{(iner par un point quelconque deux lignes respectivement paratlèle* 
k.chaeqtw 'des^ ffénMiriceé f elle» ététeMiitaetbnt (36^ lé plis d»' 
mande. 
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, Voici vn 00» psrtictilhrqui peot être utile: odai de 
deast GJrHndres drcriti. 

Nous prendrons pour plan horisMitftl tni plan paral- 
lèle « là fois aux deux axes de ces cylindres , et deux 
plans Vartidaux;, respectivement perpeoNlicakiffesAclMi- 
cm de ces iEnea. 

Gela posé I si l'cNi eoliçoH ces C3r]iDdreB conpéspar dlis 
plans hori^^onlaiix , les sections résahaales aeront des 
droites parallèles aux axes ; mais £*F' étant la nsncontre pi^. '58« 
du plan vertical DAB avec un des plans coupons , FT* 
et £^ 'seront' les sections de ea plam et do prvfliier 
cylindre « projetées sur la plaa korisoatal; on tKwvèm 
c^Ies qui leur tx>rrespondent dans le second ^ en me-* 
a«Dt dans le plan Hrerticaldaby perpendîoalaiM A l'axe 
"du second cyliadre^ f e parallèle 4 ab, et éloignée île 
cette ligne d'une quantité égale à la distance de ET' 
À AB, U est ^ir tpie f e sera la rencontre du plan oou-> 
pant avec celui de la base du aecond' cylindre ; et par 
jcenséquent ee'^etff aeront les lignes cherchées, qui 
lencontrérodt leurs ceiTespondantes E'E^ F'F^i dans la 
pveaiier I aux points i , a, 3, 4, ai^uurtenaiit àlapro- 
ijMîoB Aoritontale^de la commune section demandée. 
Çdant à la protection verticale 1 elle se tronve anr le 
«eerple qvi sert de. base au .premier ^liodre* 
. ^fSiiUon demandait la courbe qui serait riaterseotion 
.d*im iplan ^nelccHique et d'une surfase cylindrique oa 
eotoiqiiie), «on pourrait appliquer les ,méthodes précé* 
4eq|es à ae oâs particcrlier ; car on plan- appartient éga^ 
lessent à la famille ^es:sur£aces:coniques ou â celle des 
^uafkoes qflbdriques , puisqn^il peut être engendré |>ar 
une droite assujettie i glisser le long d'une autre , £ti 
passer joemtanunent rpar tin même point pris hors de 
celtedFQiia«im«<9e«^ai^oirpai:allèlemeiitÂélIe-n»ânie. ^ 
Jioosttif rnOrn arrétaroaa donc fpoiut si» ce sujet, ^ 
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d'âUIeurs est suaceptibhs de simpli&catîon^ particulières 
très aisées à découvrir^ en choisissant convenablement 
les |»]aos coordonnés. l / 

Nous observerons engén?raU que Fintersecdob d'une 
si^rface c(Hirbe et d'un plan quelconque peut toujours se 
construire facilement , puisque^ quel que soit le système 
ées plans coupans ,, Iein:s rencontres avec le plan proposé 
seront toujours des lignes droites faciles à déterminer* 

/ ' PROèLÈME. 

- 87. Construire rmàersection de déiss surfaces de 
révolution:, dont les axes sont dans winiême plan» 

Gè cas particulier, mais cependant assez étendu , mé- 
rite d'-éfte traité avec quelque détail^ parce qu'il offre 
l'exemple d*un procédé qu'on peut employer souvent 
avec avantage. ^ 

Pour construire les intersections des surfaces/ nous 
avons employé jusqu'ici des plans coupans : ce éhoîx 
est en effet le plus simple qu'on puisse faire ; mais il est 
aisé de s'apercevoir que l'esprit de la méthode consiste 
à couper les deux surfaces proposées pat une troisième , 
parce que les sections qui en résulteront , se trouvant 
placées sur cette dernière , se rencontreront nécessaire- 
ment, si les premières ont un point de leur commune 
section situé dans cette surface; et il y a des cireoOiMr^^ 
étantes où lis sections formées par une surface courbe» 
sont plus simples que celles qui réstiltent d'un plan. 
P&ns le cas actuel, il convient d'employer , au lien de 
plans coupans , une suite de sphères ayant toutes leur 
centre placé à Tintersection des axes des deux surfaces 
de révolution proposées. 

Pour s'en aàsurer, il fant d'abord observer que deux 
surfaces de révolution ayant un axe commun^ se ren-^ 
contrent toujours dans un cercle dont le plan est per* 
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|;)6iidicnlaire i cet axe, «t folajKMir rayon la diatanca 
du même axe au point où se eonpent les q|di1>«b gêné» 
fatrices situées dans im même plan. Cela posé » pn -voit 
qu'une sphère dont le centre est au point de rencontre 
des deux axes des surfaces proposées » poifvant êtrealter- 
^vement conâdérée comme décrite par la réfolutioik 
d'an de ses grands cercles autour dn premier axe et au- 
tour du second, doit couper, suivant descercles^les deux 
surfaces proposées t voici Tapplication de ces remarques* 

SE et SF étant les axes , £X et FY les courbes gé^ Ti%. Sg* 
nératrices , du point S comme centre et d*un rajon pris. 
à volonté 9 on décrit un oerde MN qui appartient à 
une sphère dont le centre çat en S.> et qu'on peut re- 
garder conlma engendrée par la révolution de ce cenda 
autour de Taxe SE; le point N, tians. ee mouvement , 
produit un cefcle qui est la commune seetion de la 
sphèra.etde la sut£ace qui a pour génératrice EX. Le 
plan de ciô cercle est perpe^dicnlaire à celui de la figure^ 
et passe par NH. Eh raisonnant dç^ même j on verra q^ 
la surface décrite par f Y autour de SF , est coupée | 

par la sphère dont 6n vient de parler « suivant un cercle * j 

tfix a pour rayon GM ^ et dont le plan est perpendicu-: jj 

laire au plan d^ )a figtire ; le point P sera donc la pro- 
jection i^ori2ontaLe d'un point de l'intersection des daux 
surE^ces de révçlutioa proposées. , 

Le pirpcédé étant répété fera connaître au^nt ^ 
joints qu^on voudra de cette pro|eotion ; quant à la pro- 
jection verticale >, on la construiifa par les hautei^'s» 
comtne dans le problème du n** 4^4 avec lequel ceïui^ 
ci a le plus grand rapport. On peut en effet arriver i 

à \i. solution.! par le moyen de deux cônes ayant 
même sommçt , et se cçupant dans toute leur étendue sui- 
vant deux lignes droites, qui rencontrent aussi If s sur* 
{iaces de i^évolution; et par là on appliquera tout ce 
Coinpl. de ta Géom, , i* édît. 6 
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qiri eàt dit dènilti n^^dféfiettfaiift 4e tuksLrtt/àik 
«OWdDirtilAifgitid.' » 

88, Remarque rPottt'ûtftùiér 'quelques àppBcatîons 
dè$ ptdbMméa^^'ébéâën^ ynà'uè allons énoncer plusieurs 
quéstîww qa*t)ti plèût résoudre par leur moyen, et sur 
l\ftsquélies il sefà httiï rfe sVxércer. f^ 

Y®. Sùjjposons qUe, èonnaîsiant lés âîâtancés Jun point 
à frôiif drôiteâT données dé position , on'démanâè les 
pfdjécti*oû8 de çé point; il. est évident^ qu'en . prenant 
cbiÉbùtie des KgneS ddunéës, pour Taxe d*un cylindre 
d^it, dottt ttf fayon setajt là distance decîtetté ligne 
àu^ pt)iht dtei^é ,' çlradiiû dès (Cylindres aiilsi formés 
dôh'tdntéhÎT ée*poïïit t ï\ né peut donc êti»e qù*à leur 
îtittfrijfectîott. --''"■ 

'BTaÎH'fiôrtf trtrtiter la 'rericoiïtrè d^'tfoik 'cylindres ,' 
a" Êùt ffébûrà'jAiëttVér les projections, Ôé (sl courbe 
Âlva^V iaqtiélfe de cçfcpènft deiix qtr'elbciriquès d'enlfre 
éâiS'/'puis dêferttrtàér"'ètïsiilté les rencbn^rès de cette 
càuthéei du n^iHiê- 6t( v'be ^bi fêvieut aii^ ini^nie , 
èoflétt^ixfe 'les^roji^ctfôn^'-ae l'int'érséctïpn'lae. ce'dèr- 
îiléi' 'àv^ t)n d'é eëiiij^'^é^ etât^ilbyés'; 'oâ'iiiî^' aïusi 
âéti± cofirïies'qbi'é^tertîiÛi'èl^ât, paV les^poi^ès' ok eÂe^ 
Se •fëèéoutretonf , deux qui sent coihâîiiiis '^. ik ^îm aux 

Ces deux courbes étdât dèUbéés ^ài' tetilf's ^if6),è6^ 
tîôiw , les points où cëllës-ci' se rencdirttrefdbr ièifo^ 'les 
iit<^eùtîe)nB des- pointé. ^iiiatldéà. -« »-""^ •'•/,- • 

n^it"tié6ej»âife â'^j^i^H^iPei^'au c'aé |^è'éM'ce^i|îir à 

«frdlt-p<>«l^W«lîÇ»s'df<^î^^à(ï9)- ' '' " '" "' ■ 
•TAbteïrWrfcàristrtïôtiBns qù*on Vlén^<ï1fi&iî^*éir ri'ën^ett 

ïStte. e*édtirée^s 'fâbileinèUt pir tettk qifï alitent ébm^ 

prfs tëquî-pfécèdè-'lte-ue àâutdèAt'êh'WAiWJtte'îïjùii^îiSlt 

1iifoftèùèuf'de'rô{ïft^atibW/c«pàWfe afe.ï^ 

Ks %et^:i(mufetWuî bàt'dti^ 4%atritudé^é Kf ègKet'dà 



tim/fmêi iks tH^e, iioi» àkam trfi piMir miix qaiotftM 
nftHseat ^asaljwB, qm là (fvMlon piopMés #it ea gé^ * 
nérrf dtt biiîtièi&e d^ffé «t à HMPii iiid«iniM# ; il nmà 
dbnc pas étoaimiir qae t» ptbeédé aoit omaplifoé;* 

B se préveate on ca» «0Ber tinipla« fu» nm»- îa^iMit' 

nos lecteurs à construire d*aborâ ) cWoeloi oà ke tnstt* 

4droit«s déiméeâ sont pmltèliB è on mknû ph» , qn'dn 

4 choisira alors ponr plan borisoalal^ at la coimmilii 

sera celle qu'on a dcHinée ptut kaut (8&}* 

9^ Soppasooeqii'iin:ob[etDpla0éaai'air, «iMbMi , Flg. 60. 
par exemple , soit t« à la £ms ér trou peuits dbméa 
E, 6 , •F', ^ qu'on observa dons chacm , Kan^la qaa 
f«t leraTQto iFisual stené aapoîatDyVvec laTSttffç«le;< 
on pourra trouver la hauteur de ce poiot, at ea jfï^m^* 
tfom SIR' té ptad korisontal , de la> ananièra ewantaw ' 

Ou cbofiif» pour plan horisMntalle fik^F'QV^' 
passe par nu deë pointa donaéa F'; et paieqi]a*lli*siiua-^' 
tion des pointi €r «tjE est eonnuey air anfa lèaiss' pioM: 
jeetionsr G' et CT sur ce plan. 

Gèla' pe»4» aonearoas que l*nn dea: «ajotme râttd»* 
DE, par éboraiple ^ tDotnia aatonk* do la tavtioalor firnf' 
qui la» correspond , en. faisaïkt aoitittammant àréc t «Ba 
I» mèma angle i if engendrera m (xônedroîly^sarlaaai^ 
f«ee duquel ae tronvd'a néeeasaireiiéirit la point Du'Eié 
^if^cpsaaat om. rnkùamtûumtmab deux antre» ^îofà iK' > 
ei Oy on aura:«ti;ou» xônee quii coatiandroat la. poîol ' 
dnroiié : îLsera doaopllraé àflanr ii^cMirtioOk 

kty résMwt-dhiwi YtMmp\nptMdMt^6ù 4bfKlwnar 
les pvoîeolîoak das intarseotioat de l*«a descôoea. ayn») 
cbamm d«B>dean. ■atr» i ; «et agm «anena doDtaédea:siié*> 
tkedis appItcdlilee.feeattadalfiivniaafiDniilaiftletcaâiiea^ 
pr op o s éa^ayant tsÉrs aone pdrpendîcalwMénniiiiâaM' 
phkis «t étaal dfoitn^ H ees* «osannida dapntadea: 
ter^boe ooii^paBs:partiIlàle»i crianci^ il én\ aésnteat ; 

6.. 
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pour lès seetion^ de diaque cône^ des cereies dont U 
tàjon s&csL la perpendidnlake menée par le point de 
raxecàpasse le plan coupant ««t terminée à la rëncoAtre 
du côté; et les cerclea aidai trouTes seront égaux ^ leuf 
projection sur le plan honzontd. Ces détails suifisent 
pour acherer la construction. 

tll est aisé de voir que ce dernier procédé conyient 
également à des surfaces de révolution , dont les axes 
sont perpendiculaires à un même plan.. 

3**. Supposons , pour la dernière question ,qu*un ob^ 

servatehr placé dans un ballon veuille. déterminer sa 

situation / en mesurant les angles que font entre euTt 

les rayons visuels mené&à trois points dont Ja position 

/ respective est donnée. 

JDans ce cas , on connaît les angles EDF', GDF' et 
GD£; ainsi que la. position respective des trois points 
G ^ F' et £ ; nous supposerons qu'on ait pris pour plan 
horizontal celui qui çst déterminé par les ttois points 
proposés : on a donc alors la base et les angles des 
arêtes d'une pyramide , et on demande la projection 
de 8ùn sommet y sur la base, ainsi quç sa hauteur. 
Fig. 6i. ' Soit GEF le triangle de la base*^ imaginons qu'on ait 
décrit sur £F, un segment de cerclé EKF"» capable 
de raqjgle donné £DF'; ce segment, en tournant autour 
de £?, engendrera un corps qui contiendra sur sa sur- 
face tous les points de l'espace , tels , que menant de 
chacun d'eux des lignes aux points E etF, elles feront 
un asgle égal à Tangle donné : le point D sera donc sur 
cette surface. Ce raisonnement étant appliqué à cha- 
cun des côtés GF et G^ , fera comvdtre deux autres 
surfaces de révolution i' engendrées de la même ma-* 
nèrey-et contenant aussi le. point oherché ; ces snr«* 
faces auront leurs axes dans le même plan , et on en 
déterminera les intersections par le. procédé du n^ 9ij* 



DES ÈVêUEU$ DE GÉOMÉTaiE. 85 

Les points de rencontte'des projections horizontales ife-Fig* 6i, 
($68 intersections détennineront le point. H , qui sera 
la projection do sommet de la pyrûnide , sur le plan 
df sa base ; et la hauteur sera donnée par lA nîAme 
opération. 

Semarque. Ce problème mis en analyse oiFré des résul* 
tais cnrieox; et les Cbrinnles données par Lagrange 
dans les Mémoires de TAcadémie de Berlin , année 1 778 , 
conduisent à l'équation tfnne manière très simple, Lea 
considérations géométriques qui ont servi à le résoudre, 
étant è'aduites en langage algébrique , mènent i leur 
toor aux expressions trouvéee par cet illustre Géomètre. 

Ce problème est en général du huitième degré : on 
peut cependant dans sa construction , réduire le nombre 
des solntions i quatre ; car les corps quVn emploie , 
considérés dans toute leur étendue , ^ont produils par 
la révolution d'un ^cercle entier autour de sa corde^ 
mais la partie engendrée par un des segmens appartient 
aux points dont les rayons visuels font des angles qui 
«ont les supplémens de ceux que donne la partie engen- 
drée par l'autre segment. 

Ainsi, dans la construction on n*emploieraquele seg- 
ment EKF ; car l'autre segment EkF appartient à un 
angle qui est le supplément de F'DE (f^g. 60) (*). 

SUITE DE LA GÉNÉRATION DES SlfllFAGES CQURBEa. 

89. Nous avons parlé , dans les articles précédons , de 
la génération et des intersections des surfaces dont la 
construction dépend d^une seule courbe; nous allons 

. . . : : 1— . 

{*) C'est par la solution de ce proUtaie , que je ^is à un âève 
dftIl'Eoole de Mesièm, oh Mooge. profétiâh , que fsâ ei\ cotmww- 
sauce 4e la mechqçle doopée au n» 87. V 

e même problème a été rissola algébriquement par Eslèyc , dai^s 
1^ Mémoires des Satauf étrangers y tome II , page 4o8* - 
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P/9iar 49l»rniixf pr j^ moiive^ej^l d*iine droite i ^ ^t 
trois conditions ; car dire que la ligne droitf gf|naâra« 
trice est asjMijettie à paf;s^r constamment par un point 
donné ^ .dans le cas du côfie ^ op à être parallèle à une- 
iqéme lij^ne , d^s la génération du cylindre'^ i:e1a éaui- 
Taut 4 deux coildltions. En effets un poip^'èst donné 
pà^ àes 'deu^è projections ; il en' est de même' d'une ligne ; 
9a pôfsxistence de ces données dflRre donc ëyiden^ment 
deux cQi^âitions r la courbe suÎTaût laquelle se nièut la 
j t^è^^ génératrice eâ^t 1^ troisième. 

Four donner .quelques exemples d*une surface engen- 
Qrêei par le mouvement d*une ligne drpite assujettie a 

Ïiasser par deux Tignés données » supposons d'a'bord que 
à 'première de celles-ci soit une droite verticale, et 
)a deuxième une courbe quelconque ydônnée par ses 
projeqtîonij. ^.e mpuyéiieilt de là Ifgne génératrice ne 
Fig« 6». sera ùâ^ encore entièrement déterminé; car soîeiit XM 
et Hff la couÂe et la ligne donnée ; .tandis que là ligne 
générfitrice EM est ^xée par un de ses^ points sur la 
^urbp XM^ eT)p ^eut tourner autour de. èe, point, 
et p^o^irir aîn^î fçH| ceux de la lîgnp ÈÉ'. Il faut 
donc i^outer une nouvelle condition j et pàrnfî totifes 
4iM^4[|ilk>ftip«itttdioiiir, mus skifxpofterool qué là ligne 
fi^ff^ mn^fiWïX^n% Jio^aontale, cç8^s^^\v^, que le 
*4f??fl^ f^ W B9iflt E ^pi^ift toujours 4 Iftn^Lêj^e h^m- 
,f' m ÇQW«Jruçlîo^ dçjçette çurfjaçe ^^t<?n ^ipflpjit pas 

idciBAéeESf, ft.p^r Jl^. pioini F» «bpîi«i lai^t^tsaineii^iit 
iitttf1«'planhmE0ii««l64G, nti pbnvtHseÉl » i'^dvd^iiuiie 
]^||^' de ^n intersection àV^b la codi^^ XM' ser^ la 
Uuteur àn^fl^fj^'^u^â^j^pxQi^ç^i^^ 
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^3 Vfum. éoaÊtboBÊ aMèm un . auto» eaettipk de 
•Hi^c6#.aaidof^es : novs co^ei9v>i^è*q»»^eftx oowèrs 
Xflf » ntù y «otfiHt perpéliieUMmi^ «onpi&aft >p«r. w ptàa Fig. 63. 
Dl^ a38«îetti à pasier eoBftteiiiiiiQni par rin^ li^e vtfeH 
ticide AD. Si roii)oint par une droite îiidéEfiîe ]M«lf^lè8 
éfims, pointiott c« pka» dans cbaciuie de sas foettiiios , 
r^meostra lai coarbes proposém » XM aC ^m « reasasaUe 
da$ droitaft» aipsi détanmaées, l^rm^xfL ttna susfaae 
aoadba £ftcila à oansliiiîra pês e#(||ai (précéda* 

liaas aa aaus amtfttçioaè psui à déUiilIar rc|>ératiDn»; 
sttÉ» ttiÉifv4aeraaa qa» la ou ia plaa sinlple^t cdai 
aA lai 4f0K lâgnaa eo«ri)aa XM afc; Jcat sontnaa^ hMh ii i 
par dàax lignes duoita^ ; et âl 01)1 la surface pfapoaéa 
est cMà qEà «st: eagaadrae par la asouvamaiil £um 
li0Da éroité^ assajettia -i gliaiqr h loag de tràu^aiptesf • 
CNi voit -par là ccaQbiaa cM^ ftutâca emt mé^.ii^ aolv- 
atri^îaa^aii cbpiatwaat les plapw nooràotmé^^-à» aiSH 
aièDa ^ 'il jr^an ak an qui soit p^np^n^liaabiifa i^l'iaie 
das^dreâtas dpiii>4as» 

£n général) Wmfi^vw^^ 4*iiaa ligne dnoibi. sffia 
4étap^^ toutes las fi>i« *qae ^efta lîgna s^a a^iiu^etlie 
4flMec IrfB Io<ifgde tr^ls cc^prbfSS daa^éea. Le» «pridfTS s r^ 
dpBt aouA vaiKHis 4k f^ler. ce #aa|: qpa des qaspair- 
liaaliarad^: eellea -^ui naltr^ietit de 4te. t}»oii?«.ni^|; 
foiiias ao0t«oàKp«p<0ai'Sp^9 }€)f)om de 5i«rfaettf ^i«^W** 
la icoî'» P0nmd$ da Wdlis est iipa de aès «aHaoas (^^ 

(♦) y.okî ^ çcn^tion. BDF ^^t un ^art de cercjç «j,tn«î||| .^^ 
&DS un ptaD Vertical et paratlèle h la ligne AC f si Poo conçoit qu^iÂi* '^ 

•econd plan vertical perpendiculaire à cette -lîgûè se metiTe ^^iraill' 
ScnfiMa kiliihiÉÊéttit , û (fK*èaiaiae|i par àtà drdket GlP/lea {lêints 
ob il reneontie la ligne AC et Tare DE', dana chacune de aea pe«- 

^ diH^ qa» k '<jô«pa tcnoinë pair tpOê attr&de let par Itê pfalis 
BÀSyBAO/éMiMMlflea irîa^^s rMtaii^êaté]feiq«eFG'i% kïnii^o^ 
U coupe par deè ^pisés pèi:f«aâî€éitfiiieii A^. il n^M d'aiifeâi» ^)tie 
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91. LesdeoxdeniièrttBfainilles de surface» que ikoii* 
. ytmoa^ de considérer , quoique composées • de. lignes 
droitfes , dUFSàrent essentidlement du cône et du cgrlin- 
dre. En effbt^ ceux-ci peuvent se développer, c*esl^ 
à-^ire, s'étendre sur un plan, sans déchirement ni 
dnplicature; car on peut concevoir le cône comme, 
composé de plans infiniment longs et infiniment étroits ; 
et si l'on imagine que chacun de ces plans tourne an- 
tour de sa conuDuûtP section avec le plan consécutif > 
connue autour d*une phamière » il potura être rabattu 
sw cehii<»d. On peut se rendbre cette vérité sensible 
es sidMdtuant par la pensée au cône > une pyramide d tin 
très gr^id nombre de faces , et l'on verra aisément 
qu'à quelque point que se multiplient ces faces , la 
préposition ne cessera pas d'avoir lieu ; elle convien- 
dra donc au cône qui enveloppe tontes ces pyramides. 
Un péreil raisonnement s -appliquerait au cyi^dre » en 
eri>8tituant les prismes aux pyramides; mais les^uifaces 
dont nous avons parlé n^ 89, ne jouissent pas de <^tte 
propriété ; eap toutes les lignes Âroites ipii les compo- 
sent doivent se croiser dans leur direction, en passant 

Fîg. 6a. Tune au-dessus de Taù^e dans la ligne EB^, sans se ren- 
ooùtrer; or, d^près ce qai précède ^ pour quHme sur- 
face soit développable , il faut que les lignes droites 
qui la forment ae rencontrent au moins deux à deux. Il 
• en sera de même du genre de surfaces considéré n® 90 , 
dans tous les cas , excepté ceux oà ^^i^ la nature et la 

VHk ^« position des courbes IQ/l çt xm, elle se réduit à un 
plan ou à un cône. 

9a. L'idée du développement a été produite par la 

— .i— ifc— ■ I Ml i»i II 11 r Il in ——^——.1^ 

la huitième partie de celui ^e renferme la sarface qaMn TÎen^ de 
. déqrire , bn^'elle est com^èie; car il est ^dent ^'il f aot pcen- 
dre le cercle entier au lien da quart Dfi£% et proloûger . les. ^éaénm 
U'ictn fG', au-deM09s da flm BAC , au-delà de ACt 
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muidàradon des corps terminés par des plans. Toutes 
les sorfiioes des corps de ce genre penyent se dévelop- 
per, mais ctepeodant il existe entre eux à cet égard de& 
différences sur lesquelles il oonyient d'insister. 

Qoand on considère une pyramide , abstraction faite 
de sa base 9 on voit que le développement peut s'en fiûre 
snr le plan de Tune de ses £aces, et que par ce moyen 
les antres Tiendront se ranger i la suite de celle-là, sans 
qu'il y ait entre elles aucun espace vide , aucune solib 
tion de continuité. Il en sera de même d'un prisme lors- 
qu'on fera abstraction de ses bases ; et on doit toujours 
le fiûre; car les bases d*un prisme ou celle d'une pyra- 
mide, ne sont autre chose que des termes que Pima^- 
natioB ou le besoin met à des corps indéfinis. 

Si maintenant on applique ce raisonnement i un corps 
d*nne autre nature, unicosaèdre ou un dodécaèdre » 
par exemple , on verra qu'il ne saurait teur convenir^ 
et qu'il y aura des vides entre les diverses parties dfe 
kuB développemens. 

Hab les prismes et les pyramides ne sont pas les 
seuls corps dont on puisse développer les surfaces sans 
solution de continuité; la notion du développement fait 
voir qn*il aura lieu toutes les fois que la surface proposée 
sera formée de plans angulaires indéfinis , joints les uns 
aox antres par des arêtes aussi indéfinies, quand même 
ces angles n'auraient pas leur sommet au même point. 

il est aisé de se représenter la figure du corps dont 
les faces seraient les plans angulaires MEM^MiRaMa , P^S* ^^ 
M3ftM$, etc., réunis deux i deux par un de leurs côtés*, 
et inclinés d*une manière quelconque les uns à l'égard 
des autres. Il devient une pyramide lorsque tous les 
commets des angles R , R, , Ra, etc., se confondent , 
et un prisme s'ils s'éloignent à l'infini ; car alors les 
arêtes BIR , M|Ri , M«Rs , etc. , sont parallèles, 



F8g. SB» g5* Con^eyops un .plan j|3sujet](i 4 ?6. mouvoir suî- 
yai^t une certaine loi, telle, pax e^ei^ple ,^w ,à*iitxe 
cpnstamment perpendiculaire à une cour|pQ.-4 jdo^I^le 
courbure donnée XZ ; soient PMN unç d^ .pQaitigw de 
ce . plan, P^ Ml Ni une seconde position con^écuéfre à 
la première, et qui la rencontre sijiLvant la ligi;i^ M|Ni, j 
soit encore P^M^N^ une troisième poditiop cofusç^utive 
aux deux., autres , et dont la r^pçontre av^ç U dernière 
soit M^^; enEiU soit P^sH^ une quatrième poeitioa 
ttu.plan dans laquelle il rencontre la l^roisième spiyaot 
la lignç MaN^ • on. yoit que de ç^tte iQanière on for- 
mera un corps à faces planes term^^e^ pi^r d^ lignes 
drpitei, telles que MN,.MiNi, M.N^, MsNs, etc., 
qui sont deux a denx 4an^ un m^me fin, ^ qui par 
conséquent sp rencontrent. U^e^t clair que c» cprp^^eut 
se déyelopper ^ en fajbi^Ot tojirflçr ch^çupe de se^f^c^ 
autour de s^ pqfm^QPd ae^w làvfifx \si JFacçi q^i la, pro- 
cède, jpsqu*à ce qu'elle ^fflye dans I^ plf^f^.dç ç^lç-çi. 
Telle est la manière la plus génJéri^lje àpnt, puî^s^ être 
connue upe surface 4éyeloppa]3]e; iç^ q^o^qij^ -nous 
n'ayioiQis considéré qu fin coqps terminé paf vif ^<wba:e 
fif^i àe plans ^ on pevt im^giiiif r. qu'ils aoii^nt p^liipUés 
autant qn on le youdr^i » sans qi^ejg piyiprj^^ qi^e srxus 
yenons d'énoncer ceâtse fl'ayoir lieu 'i fit il çu» $^r^ de 
ce paaçaçe.powmp^^P celyi d\^ ço^tojv.des pflljffipfles 
i^la cyrcçmifepencp ^ peuple ; la Rjwjltipilipaji^^n ip^- 
finie dfi,^ fa^içs 4^ cprp^ qmj j^oqs çoi^sjdéron* , pon- 
, ., d^ira4.|»ne.sj|ffaceiçoprbe à laquelle poi^yjleji^ïçiçj ,l(w 
Yèspïtm^ qa^^ ppy^ yeDons dé tf9UYpf ^ . . -j 

Le cône etil^.pyji^^jp ^'piji ^^4ï»î«^.pQ|;>W^.^ 
Mrtipiilier^^ ^jpsi qpo^yftJe yoir, Ei?^/Bflfet, ûi^iX^P 
If gj&néf atipn d unp surfi^ce ^yeJppp^bl/B qf^lçp^^fp» , 
que )ef ^roite^ ^N , Ai| N|^ ^Na, etc«,l» tou0|i6ot 
dans toujtiç h^t Ippgueiir , ^ se ffenconff qi| d^w 4 dw> 
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4mF poîi»M ft^ Rii ^* ; la $vitn 4fr <çe« p^mte «Bpar- Fîg. 65, 
4wi|( i HDÇ çonrbid jga'on nomme arête de rebrousse- 
WHmt 4^ ta mtffioejfropQjfée , p^jpa que cette surface 
9ft a*iteiv() point dans l'espAce déterfniné (^fiç ta con^a- 
vijtif dp i:ett0.ç9iirl>e^ mais elle Ibnae.dew ;a^e^ qtti 
:yai9aiit d*4i« çi^té et de l'autre de CjÇXte liiff^te* Si tous 
Jof points A^ Ba » A#^ etc. ^ se confpijLd^eQt eio an^ul , 
^ «i^rface proposée sesait c^Ile d*iui cdaç^eUe devien- 
drait an cylindre, si tous ces pqints.de ct^^cours s'éloî- 
ffm^ïit i r^ifiai I tf. que )es ligaes^^ Mi I^ , etc. , fuè- 
^nt pfueallèles eolbre e)les« I)ans*le dernier cas ^ lacpnrbo 
2Z» à laquelle Je plan ^énértf eur doit, être perpendi- 
culaire dans tontes aes positions, est poe coui4:ie plane. 
^ «fSst , ie ylen gaoérateur dans cbaçu;^ de ses po- 
sjtîom 9 se tramant pei;peudicnlair)e à ua même plap , 
celui de la 9o^cbedQ99ée,, aas inter^ptiQns snçpessi?es 

ji^ofit aiisfi- perpeD^iimlaires i .cei plap^ et par comf- 
ql^ipt parallèles entre elle«» 

La courbe RRiR^ etc. pourrait servir à la géni- 
HRfio^ de 1# snr&ce pfoposée^ car çe|le-aî résulte de 
l'eç^iemlile de^ t^gentes de ce^ courbe , et il ny a 
pas 4e «u^ace déyel^ppable qq on : pe jpuW; im^gin^r 
prpdf^ilç de ^ett^ ma^ièref 

Quand la courbe ^EiK^ etc,,est plane, la surface 
fjigçipdrée p^ toi)t^ $eM tangeptes a.e9t f^tre cbose<que 
k Rla# d^uif legqel cette courbe est ei^ée (*}• 

9f4' Citftdhi«nèrait dessurfkDesvanalognesaaxprécé- 
^iateBveirteéétt a IiAlit{,«ii8«bslstuaiktauii lignes dbnles 
•êm «ouHb»s d'une n^HMe 'doimie , «ft loil trauverèit >qini 

yill l l.i ' MM ■ ' . " ^ ' ^ ">1 ■ I'»' 



i'^.Ç^ç^t Monge qpÀ s oopamé ceite courbe arête fie rsbpous^ 
iement de la sutfacfi défeloppalile ^ âans teHte et le X^ yolame 
ëà Aemdires-deB SavMs Etrangen, oà il a traîti^ ne tii|et tiiAily* 

AM kcteiin ^i Tondraient FapprolE^fl^ir dsvsMge» . 
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faut aussi trois conditions pour déterminer d'une md<- 
nière complète le mouvementâ'tiiie courbe quelle qti*elle 
soit ; mais sans entrer dans ces généralités , }e me bor- 
nerai \à indiquer la description des surfaces annulaires. 
Fig. 66. Spit XZ une çouirbe quelconqueV GH un cercle mo^ 
bile dont le cetitre M soit toujours sur cette courbe ^ et 
. dont le plan PQ la coupe perpendiculairement; ce cercle' 
engendrera pne surface dont la partie ombrée de la 
figlire peut donner une idée. 

Si on remplaçidt le cercle GH par une au^e courbe , 
il faudrait ajouter une nouvelle condition ; car le plan 
PQ peut tourner sur Te point M , sans cesser d'être per- 
pendiculaire à la CQiirbe XZ. Cette circonstance , qui 
ne change rien par rapport au cercle GH , ferait Varier 
la surface engeildrée par une édurbe qui ne serait pas 
sjmiétrique autour du point M« On pourrait^ par exem- 
pte^ assujettir une Ifgnef fixe daûs le plan PQ , à passer 
constamment par une ligne droite ou courbe , donnféè 
dans l'espace. 

Au lieu de supposer le plan PQ'perpendicuIaire à la 
courbe XZ*^ on pourrait le faire mouvoir parallèlement 
à lui-ndême, et ,' si la courbe GH n'était pas im cercle , 
concevoir qu'une droite fixe dans le plan PQ, demeure 
cÔQstamment parallèle à elle-même. 

Le cas le plus simple des surfaces annulaires est cefnî 
où la courbe XZ, située tout' entière dans le plan 
horizontal , est un cercle , et la oourbe.GH, nnaiitre 
Fig. 67. cercle placé dand le plan vertical DAH' , ajuintson centre 
O' toujoursisur la circonférence X'Z^ qu'on suppose àbt 
critedu pointA comme centre : tel est l'anneau ordinaire. 

On voit que cette surface est en même temps du illbm- 
bre des surfaces de révolution; car elle est produite pa^ 
uacercle G-PH' tournant autour d'un axie AD , pris ,çn 
ùthotSy mais dans son plan. . - - • » • . . : :.\ 
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, Ce serait ici le lieu de. traiter des intersections mu- 
t0elle9.de divem genres de snrfaces courbes que nous 
vsnpos de. poiisid4rer. , inai» desemblables détails passent 
les bornes que nous nous sommes prescrites {*). 

Nous terminerons par quelques indications sur la ma- 
nière de développer les surfi^ces qui sont susceptibles 
de cette opération , et sur celle de mener des tangentes 
aux surfaces courbes pa général. 

DU DÉVELOPPEMENT DEÂ SlTRFACES. 

g5. Lorsqu'on développe une surface, on a pour but 
de rapporter sur un seul plan » les courbes qu*on a Con- 
sidérées sur cette surface ; par exemple ^ on dévdoppe 
un cylindre pour y tracer plus commodément un filet 
db vis. On sent aisément qde pour exécuter ce déve- 
loppement , il faut rapporter les courbes proposées sur 
la surface qui les dontient , à des données qui ne chan- 
gent pas de grandeur 9 dans le passage de la surface au 
plan, et dont la position respective dans ce dernier cas » ' 
soit facile à déterminer. 

PROBLÈME. 
i*S6. Soit un cylindre û désfehppft* • 

$i Ton coupé ce cylindre par un plan perpendiculaire 
'IPsa droite génératrice , comme elle est toujours parai- 
li^ à eUe»mdme dans quelque position qu'elle se trouva > 
il est évident que le cylindre proposé ne sera formé 
qoe de lignes peipendiculaires à ce plan. Cela posé , 
lotsqtfon imaginera que chacnnede ces lignes > FiEi « Fig* ^^ 
F& > etc. , tourne autour de £F pour s'appliquer sur 
le développ^aent» lés arcs FFi , FiF», etc., deviendriont 

{*) i^WL donn^ <lan« le pcenrier Tolome de mvn. Traité du Cai^iU 
^érentiel et du Calcul intégral 9 la théorie aoaljU^e et. com- 
plète des totfMef conrbcs. 



rig. 68. dès iîgiifÀs droifês , et t\3/mf)érottt totis dètfls k méhie 
proltmgeiâfeni ; câr lis sont peirpeitdicûldi^èd' i TâiCe àwt 
tour diiqnel se fait lô mourettrefit de fCftttûoti l le ré^' 
/ siiltat sera donc ibne Ti^e droite , snt laqoellis Tes Hgtiey 
géûératrités dû éyltndteserotrttotrtès {îerpieiiâîculaires* 
S^ôlt inaiûtônânt une ùoàrbe MMiM» etc. tracée 
sur le cylindre J strîvàfift une loîcjtrelèôntjàe, ôà produite 
par l*intersection de ce corpis avec un* autre dont la 
génération^sciit connue ; puisque 1q eyliajivt^ t$t donné 
ainsi que la position de tous les pqints de cette courbe, 
par rapport aux plans coordonnés « il sera aisé dé con- 
struire sur ceux-ci les projections de là section perpenr 
dicûlaire que nous avons indi(;^iéè ^ et en là supposiant 
divisée en iautant de parties qu'on voudra, i?P,,f»F^, etc.^ 
on déterminera les .^stances MF, ïiî,B*i , ]VÎ»^4 , etc. 
des points delà courbe proposée a ceux de cette sèc« 
tion qui se ti^uvent sur la riiême' droite génératrice. 
Ces. dist^iices ne changeront pas' d'ans lé développe* 
ment; et on les portera perpendiculairement à la dtphé 
qui représente alors la section perpendiculaire , sûr 
chacun des points f^ fi'^ f^ , etc. 'correspondans aux 
points F^ F, , Fft, etcV : t«i ceitrbè mmsixiarétà^ sera ee 
que deviêiit la couifiae |>ropo9«is:,.Ioi36qu*€m.dév . 

lecyllfidri»^ . , rj 

Il fmt bièû; rranÉanpier quisi, qooâipw^ la tiourbA: 
MMrMi He. puisée, être frrflbée , son^ déyelo|>p^iiie»it} 
dans beatxcduprr.de oas seIft'indiifimf^€el» tient à cie 
(]u*iin^pla» éh se rbuiant éa cylindre V, .peiit paaaat. 
si)^' Iu1^tt(lrti)e ^taist déi fois qa^on^vovdra ,, puisqitUr 
e^ itièéfini par s^ nàluile» .C^ést asnsi qaenioonatrrâant 
le développement de l'ellipse , qui est la section du cjc- 
lifidre drdît pa^ini><phin'obliqne(».aa']MMb,: otf tréqte 
pottf réàçfliJàit'àîWf ct^tftbe indéfinie; ' 
97. Corollaire. Si le cylindre proposé était dirèit, àâ '* 
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base tiendrait lieu ell«-méme de la section perpatidicu*-» 
laire à la génératrice ; «t en la supposant ét«ndite f il< 
ligne di:oite, on lui, appliquerait tout ce quiaété&pvé- 
cédemment par rapport à cette section. 

Comme on ne, peut ayoir la droonféreoce da cexcU 
que par approximation , il 8*ensuit qu'on se instruit 
le développeqient du cylindre droit que d*im0 manière 
approchée ; et cet inconvénient a lieu ea général . ponr 
tous les cylindres dont I9 section perpendiculaire n?est 
pas une courbe rectifiable ; mais dans les arts on s# 
contente de pajta^er cette oourbe ea un nomb^ de^ 
parties a^sez gifand pour qu'elles puisf eut, ètm opmi^ 
dérées commi9,a^nsibleme«t rectilignes, et'alo6l)Çe«i'eit 
pas proprement le. qylindre proposé qa'en dévelc^^ , 
mj^is.un prisse 4*Hn tTjM e»nd nombre. 4e {aqe^, insoôl 
dans ce cylindre.. . 

98. Rernar/iu^. l\j a une couxbe.partinulièiFe qu*aa Fig. 69, 
trace sur un cylindre, qui.nç saurait ^Irepa^sée soiis 
silence ,, c'est, celle qui jouit de la propri^^ d^i £aîce 
constamment, le^méme angle aTecla.droit^'g^n^tiJV^y 
dans quelque position ^ue ceHeK^i se trouve» 

|i est aisé de yoiroufî c^tte courba dffvi^Jitrsne UgM 
droite lorsqp on d^v^Iopgie; le qyl^idi^e; csyr.âlOkrs tottlei 
les i>p8Îtipn? de la. gpuéjafcçice aç tfmfmt parallèlet 
entre elles sur un mêmefptan, elle^inepeiiventétrereify 
c()i^;tr.ées,4ou3 un ^ngl|e. consiant qn^ {i»c^ «H^ sbrôile«> ' 

Jjiorsqûe le cylincjre est diroit>jC*estrà-d}R^>qn*ila:eil 
base circulaire et sa.généiatfice ifferpeOdî^^aife.^siMr . 
cette bfe^ la coui^bc^dqnt.iioni v^np|i«dié parlèrent jilbrs 

c^jIfe^qnéTorm^ la tranche d'w.fiWtde.viff. . 

S} i on conçoit.up^ Ij^i^.ArQite^sMÎettie! arazftoâÉ 
conditions snivs^ntes f i^ k ètsiA toi^fWli. paxalMe 9tf 
l|)jin,de.ln base.dq, cjîlindrf9».af 4 passer trajoses t)ar 
son axe ^ 3® à suivre le cours de la courbe proposée , 
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l^ig. 69. à^e droite engendrera une surface dont le filet de fa 
vis quarrée présente Timage , et qu'on voit tout entière 
dans le dessous des escaliers tournaus. 

OttesUiface est du genre de celles dont on a donné lA 
définition n® 8g ^ et il est facile de la construire , ainsi 
que de trouver ses intersections avec un plan ou uncf 
autre stirfabe dont la génération soit connue. 

Si au lien d'une ligne droite , on faisait mouvoir un ^ 
cëtcle ', de manière qull fiât toujours dans un plan pas- J 
sant par Taxe du cylihdre droit ^ et que son centrer 
parcourût là tourbe que nous avohs considérée dans 
éet âi^léy là surface qui naîtrait de ce mouvement 
serait celle qu*on emploie » sons le nom de vis Saint" 
Oî/2s5^ dans la construction de Tescalier tournant, 
t On appelle hélices, les courbes fofinées par Tenve- 
loppement d'une ligne droite sur Une surface cylin- 
drique. Ces coutbes jouissent de la propriété d'être les 
plus courtes lignes qu'on puisse mener , sur dette surface , 
entre deux de leurs points ; et il est facile de s'en con- 
vaincra en observant que l'étendue de la surface d'un 
cjrlindire'ne changeant pas lorsqu'on le développe » les di- 
stances respectives des points qui la composent ne souf- 
frent ni extension ni contraction ; mais* alors la plus 
dbttrte di^lahce de deux quelconques de ces points , 
est la droite' menée de Fun à l'autre ^ et cette droite 
devient une bélice sur le cylindre. 

Ce qû'oîx viefnt de dire est non^seulement applicable 
AUX cylindres , mais convient encore aux cônes et aux 
surfaces dévêloppables en général. 
' Si Ton tirace une ligne droite sur leur développement , 
et qu'on remette ces surfaces dans leur état primitif, 
la ligne proposée deviendra une courbe qui fouira de 
^opriétés analogues à celles de l'hélice. 
: Cetle courbe ne sera autre chose que celle qu'on 
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{ormerait en pliai&t un fil Ubreio^nt «or uoe lorfaw < 
déreloppabU (*). .. . ,. 

PROBLÈME; : , 

93. Construire le développement d'zme sutjhce co^ 
nique quelconqueé 

L'idée gu*on se forme du développement d'une py-« 
ramîde quelconque , abstraction faîte de sa bave , con-' 
dnit naturellement à celle du développement du côuei 

Si l'on conçoit une courbe'tracée sur la surface de ce' 
corps, de manière que tous ses points soient également' ' 
éloignés du sommet , lorsqu on développera le cône , la' 
courbe dont il s'agit deviendra im cercle y ou au moins > ^ 
vne portion de cercle, dont le tayon sera la distance 
constante de chacun des points de cette contbe au som- 
met du cône ; or, si l'on Imaginé une sphère ayant poor 
centre le sommet du cône y elle coupera sa surface suivant 
une courbe de la nature de celle dont dn- vient de parler, 
etqtie par conséquent il est facile de construire (82). 

Soit FFiFft etc. cette courbe , et MM,Ma etc. une Fîg. 70. 
courbe quelconque tracée sur la surface conique pro- 
posée, et qu'il s'agisse de développer; on' y parviendra 
eu déterminrant les .distances MS, MiS, M^S, etc. du 
sommet. à chacun de ses points,^ et la longueur des arcs 
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{*) Four se £i^ire uaeidce de celte courbe, il n^ a qn'& sup- 
poser que le fil ait une certaine largeur, comme celle 'd'un ruban; 
alors on verra qu'il y a une manière de Tcnvelopper autour de la' 
surface proposée, sans le tordre : la ligne suivant laquelle le ruban 
toQchc cette SQT&ce, forme précisément la courbe que noos avons 
en vue. . • 

ï9ous remarquerons ici que Ton peat de même envelopper libre- 
ment un fil sur une surface courbe quelconque, en le tendant au- 
tant qu'ail est possible entre ses extranit<^s ; la courbe qu*if déter- 
mine, par son application sur la sutfftce proposée, est la pfus courte 
qa'onpujsse mener entre deux quelconques de ses points, sur cette 
même surface. 

Cômplém. de la Géom» b* édit. 7 
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Fig. 70. FF», FF»; etc. Compris , sur ia première courbe, entre 
une de ces distances prise à volonté , telle que MS , par 
exemple, et chacune des autres. 
. .Ayant tiré sur un pian une ligne indéfinie sf , pour 
représenter la position de la génératrice du cône à Tofi- 
gine du développement ^ on décrira un cercle du point s 
comme centre, et d'un rayon sf égal à SF ; ensuite on 
cherchera de quel nombre de degrés doit être un arc i 
de cercle ffif^ etc. dont la longueur égalerait celle de fj 
l-arc FFi, et ayant fait Tangle fsf, , de ce nombre de 
degrés, on prendra sur sfi une distance 8nii=sSMi; le. 
point mi , ainsi trouvé, appartiendra au développement 
quon se propose de construire. ! 

100., Remarque* Cette solution demande , comme on 
voit, qu'on connaisse la longueur des difiTérentes parties 
de la courbe qui a tous ses points à égale distance du 
sommet du cône , ou quedu moins on puisse transformer 
en arcs de cercle , ces parties : or c*est ce qu*on ne pent 
obtenir que par le calcul intégral, et le plus souvent 
par approximation seulement;, en sorte que le procédé 
que je viens d'indiquer ne peut être employé qu^ Taide 
de l'analyse. Mais dans les arts , l'objet qu'on ^e propose 
n'étant que d'obtenir upe précision sufiisante pour les 
moyens d'exécution dont on peut disposer, on modifie 
la méthode précédente de manière qu'elle puisse être 
pratiquée fort simplement. 

On développe alors au lieu du cône une pyramide qui 
lui est inscrite , et qu'on suppose d'un très grand nombre 
de faces, en sorte que les arcs FFi, F,Fft, FaFs, etc. 
puissent être regardés comme ne différant pas sensible-^ 
ment de lignes droites , et on les porte successivejment 
en ffi, fifft, f^f 3 , etc. sur la circonférence du cercle 
tracé dans le développement. Le reste de la constructioa 
s'achève comme il a été dit précédemment. 
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xo). Corollaire. Si Ton suppose que. le côoe dont on 
cherche le développeaient soit droit » c'est-à-dire à base 
circulaire^ et que son axe passe par le centre de cette 
base y alors la courbe FFiF» etc. devient ui^ cercle par 
tallèle À la base du cône ; et comme le rayon SF peut 
être pris à volonté , il sera plus commode d'employer la 
base eile-mème. On voit que dans le développement, 
tette base fait encore partie d'un. cercle , mak dont le 
rayon n'est pas le même que sur le cône ; sur celui-ci c'est Fîg. 71* 
V OË , et sur le plan c'est ES « ou le côté même du cône. 

Si les lignes 0£ et ES sont conimenaurables entre 
^ fUes , il est aisé d'avoir le développement ; car la lon- 
gueur de la cîrconférenoe de la base du cône , et celle 
<le l'arc total du développement, étant dans le rapport 
de ces lignes, la même cbose aura lieu pour cbacune de 
leurs partiçt correspondantes. La \ construction sera 
parfaitement rigoureuse , si ce rapport est tel , qu^on 
puisse constiiiire géométriquement l'arc ge ; car alors 
la question se véduira à prendre sur les arcs G£ et ge 
des parties qui soient entre elles dans I0 même rapport, 
«t on peut k faire par la siniple opération de la bissec-* 
lion des angles. * . . . i 

109. Remarque. Nous n'entrerons dans.auçnn détsâl 
a regard des surfaces développables.en générai; la met- 
thode rigoureuse à employer pour leur développement 
ne saurait être indiquée ici , et quant aux méthodes d'i^ 
proximation , elles sont eUe»-même8 trop longues etd'un 
usage trop peu fréquent pour qii'oni doive. syarrêteh. 
Nous nous contenterons d'observer qu'on peut cbercber 
aajiiea du développement de la surface, celpi du po«- 
lyèdre inscrit à cette surfaoe, et formé suivant Ysl niêmb 
loi. • ■•• ••- • • ■ .^ -, ■ ■ y 

On déterminera donc ïes angles MRM/^ M|RiJVf^\ pjg, 65^ 
M^R.Ms, etc., lest longueurs des lignes 'MAt M*Ro 
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Fig. 65. M.R./etc. et RRi , R,Ra, etc* , et à l'aîdede ces don- 
nées ,■ on coDstraira > sùv un plan , îles triangles MRMt , 
MtRiMfti etc.vdans la situation, respective où ils se 
trouvent sur la Surface du corps proposé* 

^ Si Ton passe dés polygones aux courbes ; c*est-à-<lirf 

du polyèdre à ia surface proposée , toute courbe tracée 
sur cette surface sera rapportée à Taré te de rebrousse- 
ment y par les tangentes mêmes de cette arête (^)» . 

DES PLANS TANGENS AUX SURFACES COURBES^ . 
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- .io3« L'idée qu'on doit avoir du plan tangent à une 
surface courbe y emporte avee' elle la condition que t$ 
plan doit passer par toiités les tangentes qu on peut que^ 
aer â la surface proposée , par le point où il la touche. 
m! Ou inen ^K^ore^ sî l-on imagine tant de plans qu'on 
.voudra > m^néspar le point de contact , mais de manière 
é CQupèr la sur&ce' 'proposée, il faut que les sections 
•qui.enrésnltent soient touclfées respectivement par les 
droites qui sont lies intersectiq^ .des plans coupans et 
,du plan tangente ^ ^' / . ; '< ,\ 

' Deux lignes ^lûdtes sufi^ent pour déterminer la po- 
sition d'un plan; par conséquent deux sections qnel- 
feolàques:, '£ait6S.'>par le même point dans une siuface 
-comice ^ do nii^t lien à 4çux tangentes qui passent par 
:te poii^t^ cellés-ci suffiro^i t pour déterminer le plan tan- 
•^nt à la surface proposée. , /^ ■• 

r : TiTous B^ppdserons pour plus de simplicité dans la mé- 
jdiode générale , que l'on ait coupé >la surface proposée 

ymmm^m n i i ■ ' ■ i ' i ■ ■ r ■ i > i , ■ i . i i — i ut 

-. ..^^j jf^î traité ceUe matière analytiqneftienCy'daDS tin M^mMrè'h 
èrrAcadlmie défi Sciences en 17^0 ; et jij ai dononî liest formu^ffid'oii 
dëpendla tranformation qu'mne conr bc quelconque subit en passant 
d'4i|i plafi surfine surface déTeloT]fpable,et rdciproqucment : on les 



'troùre h*'la fiù du premier volume ne lii. scéonde cdltlbn de' mon 
t. ^taité dii'èàlcul différentiel et à 
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par detcx plana , le premier horizontal^ et donnant une 
section MZ% le «econd vertical , perpendiculaire an Fig. n 
plan DAB , et donnant pour section la courbe MX^ 

Il est clair que si Von sait mener les tangentes aux 
courbes MZ" et MX', on aura deux lignes Mt et MT , 
^î détermineront le plan tangent demandé. 

La qnestion de mener un plan tangent à une surface 
conrbe quelconque , est donc ramenée à la recherche ^ 

des tangentes des courbes planes ; c'est tout ce qu*on 
peut faire sans employer l'analyse , et nous observerons 
de plus qu'il faudrait encore prouver que le plan qui 
passera parles deux lignes Mt etMT, passera aussi par 
la tangente de toute autre section faite par le point M 
dans la surface proposée, j 

On sent assez bien la vérité de cette proposition ; car 
si elle n'avait pas lieu , il s'ensuivrait qu'on ne pourrait 
pas mener des plans tàngens à toutes les surfaces «n 
général : mais c'est par l'analyse qu'on la démontrerait 
complètement. 

Voici quelques cas particuliers où la question se mo- 
difie et devient beaucoup plus timple. 
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~ 104. Mener un plan tangent à un cylindre, 

La génération du cylindre est telle, qu'un plan lé 
touche toujours suivant une ligne droite , qui n'est que 
la génératrice prise dans Tune de ses positions ; mais ce 
plan va rencontrer le plan horizontal suivant une ligne 
droite P^', qui touche la couxbe servant de base, au Fig. 73. 
cylindre. 

Il suit donc de là que si l'on mène par le point M , pris 
sur une surface cylindrique , une droite MF' parallèle 
à la génératrice AD y et que Ton construise la tangente 
P'T' au point P' de la courbe qui sert de basefau cy-^ 
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Fig. 53. lindre, le plan tangent demandé sera déterminé par Iw 
Hgnes MP' et VT' : il sera donc facile d'en trouver le» 
commmies sections avec chacuades plans coordonnés. 

io5. Corollaire /". Si l'on sait mener des tangentes 
la base du cylindre , on pourra, par ce qui précède y 
m mener aussi à toutes les sections de ce cylindre par * 
tm plan quelconque ; car il est aisé de voir que les taii- 
gentes de ces courbes seront les intersections des plans 
qui les contiennent avec le plan tangent au cylindre. 

En général ,. si une courbe est Tintersection de deux 
surfaces courbes ^ et qu'on puisse mener des plans tan- 
gens à chacune d'elles^ la courbe proposée aura pour 
tangente l'intersection de deux plans respectivement 
tan|enS'à ces surfaces courbes, dans le point que 1*00^ 
considère. 

Corollaire II, Nous avons fait. voit (77) comment 
on pouvait représenter une courbe dont tous les points 
ne se trouvaient pas dans un même plan ; il suit de tout 
ee qui précède que pour mener une tangente à une 
courbe de cette nature^ il faut chercher celles de ses 
deux projections. 

En effet , la courbe proposée se trouve d'abord sur 
un cylindre élevé perpendiculairement sur sa projection 
horizontale v sa tangente , dans un point quelconque , 
est donc comprise dans le plan tangent au cylindre dont 
on vient de parler. Mais ce plan, est perpendiculaire aa 
plan horizontal ^ et sa commune section avec celui-ci 
toudkelabasedu cylindre^ ou la projection de là courbe 
proposée , dans un point qui est la projection de celui 
où il touche la courbe donnée ; cette commune section^ 
est donc ^ sur le plan horizontal , la projection de Uk 
tangente cherchée. 

£]| rplsoi^nant de même pour lie glan Tecdcal , ooi 
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Terra que la tangente menée par le point de la pr^c«^ 
tion verticale qui correspond au point donné > iera la 
projection verticale demandée. 

PROBLÈME. 

iQo. Mener un plan tangent à un cône. 

La solution de ce problème Q^dîIF^ de celle dû 
précédent, qn*en ce que la ligne SP' doit être menée par Fig. 74* 
le sommet S , au lieu d*étre parallèle à la génératrice , 
tomme dans le cas du cylindre. 

PROBLÈME. 

107. Menerun plan tangent à une surface de révohh' 
tion par un point pris sur cette surface. 

Dans ce casparticnlier , les sections l'es plus sii^plet 
qn'on puisse obtenir sont les cercles perpendiculaires 
à l'axe de rotation, et la courbe génératrice., qui résulta 
toujours de la section faite dans le corps par un plan 
mené par cet axe. 

Le plan tangent an point M sera donc déterminé par Fig. 75. 
les droites Mt et MT, la première tangente au cercle 
MZ, et la seconde à la courbe génératrice MX. . 

Si Ton sait mener une tangente à cette dernière , on 
pourra toujours construire le plan tangent à la surface 
qu elle engendre. 

io8. Corollaire, Lorsqu'on sait mener des plans tan- 
gens aux surfaces courbes , on peut mener des lignes 
qui soient perpendiculaires à ces surfaces; car iji sqilit 
pour cela qu elles soient perpendiculaires aux plans 
tangens , et qu'elles passent par les points de contacta* 
Ces lignes s'appellent les normales des:SHrfaces propo-? 
lées f nom qu'on a donné aussi aux lignes droites per- 
pendiculaires aux eourbes pianos. 

Uy a cette différence entre ks noiîmfiles des cç>urbi8% 
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ptaiies et celles dea surfaces courbes , que les premières 
se renQontreiit - toutes- ou soBt parallèles , au lieu que 
pour les dernières il faut choisir certaines suites de 
"points sur la surCace proposée , pour en trouver qui 
aient cette propriété. En général ellçs sont situées dans 
des plans diiFérensl^ 

Les courbes à double courbure qui ne sont pas com- 
prises dans un seul plan déterminé , ne peuvent pas non 
plus avoir des nornlales déterminées ; mais ces lignes. 
sont remplacées par des plans menés perpendiculaire- 
ment à leurs tangentes, par les points de contact, et 
auxqueU on a donné, le nom de plajis normaux. On 
peut construire ces plana toutes les fois qu qa «ait me* 
xier des tangenijes aux courbes proposées. 

1*09. Remarqué générale. Les surfaces courbes peu- 
vent être divisées en deux classes , par rapport à leurs 
plans tangens. ^ 

Dans Tune, le contact du plan tangent et de la sur- 
face ^proposée a lieu dans touttf^l^tendue d'une L'gne 
droite. Cette classe comprend toutes les surfaces déve- 
loppables , et ne comprend qu'elles. 

^ chacune des surfaces de Vautre classé n*a de commun 
avec son plan tangeiit qu un ou plusieurs points , mais 
toujours limités en nombre. 

II suit de* là que si Ton se proposait dé mener des plans 
tangens aux surfaces bourbes par des points pris hors de 
ces surfaces , ou de les déterminer par des conditions 
qui soient étnâiigères à ces mêmes surfaces , le nombre 
des conditions ne saurait être le même pour une des 
classés de-surÊàces^ue pour Tautre. 

Toutes les fois que le contact doit se faire dans une 
ligne droite , il est clair qu'il suffit d'un point ou d'une 
eoaditiôn pour achever de déterminer le plan tangent. 
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Ainsi il faut se proposer en général de mener par un 
point donné, un plan tangent 4 un cjrlîndre , à un cône , 
on à une surface déreloppable ; et c'est par deux points 
ou par une droite donnée, qu'il faut mener un plan 
tangent à une surface de révolution engendrée par une 
coDrbe. Nous ne ferons qu'indiques la manière de re- 
tondre ces questions. 

Dans le cas du cylindre, il est clair que si Ton 
nràe par le point donné une parallèle à la géné- 
ratrice, elle se trouvera sur le plan cherché, puisqu'il 
doit toucher la surface proposée , dans une ligne pa- 
rallèle à cette droite ; mab la commune section de ce 
plan aveu le plan horizontal doit toucher la base du 
cyliddrè } il sera donc déterminé par la droite qu*on 
rient de mener^ et par la tangente tirée du point où 
elle rencontre le plan horizontal , à la courbe qui sert 
de base au cylindre : la question est donc rédnite à sa* 
voir mener une tangente à cette courbe par un point 
extérieur. 0° appliquera ce procédé au cône , en me- 
nant par le point donné et le sommet , la première droite 
dont nous avons parlé* 

Pour lès surfaces développables en général , on con-^ 
stmîra leurs intersections avec deux plans quelconques 
menés par le/point donné; et si l'on peut mener par I0 
point donné les tangentes à ces sections, elles détermi" 
neront le plan tangent demandé. 

Si la surface courbe proposée n'est pas développable , 
c'est par une droite qu'il faut lui mener un plan tan- 
gent; et il est évident qu'il ne s'agit que de trouver sur 
cette sA'face un point par lequel on puisse mener deux 
tangentes qui passent par la droite donnée : elles déter- 
mineront le plan cherché. 

Il est aisé de voir que ces droites peuvent être regar- 
dées comme faisant partie de deux surfaces formées par 
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des droites assujettie^ à toucher la surface proposée, et 
à passer par la ligne donnée ; et voici comment on peut 
construire ces surfaces. On concevra une suite de plana 
menés suivant une certaine loi , tous horizontaux, par 
exemple; etpar les points ou ils rencontreront la droite 
donnée , on tirera des tangentes aux sections qu'ils font 
dans la surface proposée : les projections de tous les 
points de contacts appartiendront à la courbe suivant 
laquelle cette surface est touchée par celle qui résuire 
de Tensemble des tangentes dont on vient de parler. Ou 
prendra ensuite des plans coupans assujettis à une aatr& 
loi , verticaux et parallèles ^ par exemple, et on cher- 
chera aussi la courbe de cputact de la surface proposée 
et de celle qui résulte de toutes les tangentes menée» 
comme précédemment , par des points de la droite don- 
xiée , aux nouvelles sections qu'on obtiendrait. Il est évi- 
dent que chacun des points où les courbes de contact 
se rencontrent , est situé sur deux droites qœ touchent 
la surface proposée , et qui passent par la ligne donnée ; 
ces droites déterminent donc 119 des plans tangens de- 
mandés, y ' 

. Si la surface proposée était de révolutioj}, et avait son 
axe vertical , les sections horizontales seraient toutes 
des cercles, soit en elles-mêmes , soit dans leur projec^ 
tion; et il serait facile de leur mener des tangentes par 
le point de la droite donnée^ situé dans le plan qui 
les produit. Quant aux plans coupans verticaux, il 
faudrait les assujettir à passer par Taxe , afin de n'avoir 
pour toutes les sections que la courbe génératrice. Si 
Ton savait mener des tangentes à cette courbe par des 
points extérieurs, et qu'on projetât les contacts sur des 
plans coordonnés , on achèverait la solution comme plus 
haut. 

iiQ. La division que nous venons d'établir dans Us- 
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suifaceei relatiyement aux plana tangena, a lien égale- 
ment par rapport i lenr coorbure. On a dû remarquer 
que le cjlradre , par exemple , avait un aens dans lequel 
il était privé de courbure^ et c'est précisément ^le long, 
de la droite génératrice. Cette propriété lui est com- 
mune avec toutes les surfaces développables ; car étant 
touchées suivant une Ijgne dsorte , par un plan , elles 
n'ont aucune courbure dans le sens dé cette ligne. 

II ne &ut pas comprendre dans cette observation les 
surfaces décrites dans lesn<^* 8g et 90, qui sont formée» 
de lignes droites i la vérité , mais qui ne sauraient être 
toncbées par un plan dans toute Tétendue de ces droites. 

B est bien vrai qu*en coupant les surfaces dont iî 
s^agît par un plan mené par la droite génératrice , la sec- 
tion qu'on obtiendrait n'aurait pas de courbure : mais 
il ne faut pas confondre la courbure d'^ne surface avea 
celle de ses sections; car il est évident qu'en donnant 
certaines positions au plan coupant , on peut varier cette- 
courbure par un même points d'une infinité de manières* 

De même que dans les èomrbes planes , on mesuré la 
courbure dans chaque point , par celle de Tare de cercle 
qni passe par trois points infiniment proches , et dont le 
centre se trouve an point de concours de deux normales 
eoosécutives , de même aussi dans les surfaces courbes ^ 
il faut chercher le point de concours de deux normales 
consécutives , et élever par ce point , perpendiculaire-* 
ment à leur plan , wie droite ^ qu'on regarde comme 
Taxe de rotation d'un petit arc de courbe qui décrit 
f élément de la surface; mais il faut que dans cet arc 
se trouvent aussi deux normales consécutives qui se 
coupent. 

Toutes ces recherches qui sont l'objet de l'analyse la 
plus délicate et la< plus élégante , ne sauraient être trai- 
tées complètement par de simples considérations géc^ 
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métriques. Les lecteurs trouveront dans les Mémoires da 
r Académie de Berlin , année 1766 , dans ceux de F Aca- 
démie des sciences de Paris , ^nnée 1781 , enfin dans le 
tome X des Sayans Etrangers /tout ce, qu'on peut dési- 
rer sur cette matière. ( Voyez aussi mon Trcuté du 
Calcul différentiel et du CaUul intégral , tome L ) 

ESSAI SUR LA PERSPECTIVE» 

111. Tout le monde sait que la lumière se propage 
^ ligne droite, et que les objets ne deviennent visible 
que par les rayons qu'ils nous renvoient. C'est Fen- 
semble de ces rayons qui détermine les images des 
corps. 

Ainsi nous apercevons le contour du quadrilatère 
iFig..76. ABCD, parce que chacun de ses points renvoie un 
rayon lumineux à notre œil. Il est aisé de voir que l'en- 
semble de ces rayons est la pyramide formée par les 
lignes menées des différent points de l'objet à notrs 
œil(*). 

Représentons cette pjrramide par OABC , le sommet 
O désignant la position de l'œil. Il est évident que tous 
les points situés snr les faces adjacentes à ce sommet, 
se trouvent sur quelqu'une des lignes tirées des difFérens 
points du contôujr A6CD : les images des premiers 
points doivent donc se confondre avec celles des se- 
conds ; et par conséquent si la pyramide était coupée 
I ■ I «Il I I > I ■ ^ Il ■■iiii 

{*) Noos ayons supposa l'objet blanc ou coloré., mais non^gas / 
noir t car alors on ne le voit que par Tabsence des rayons de lumiète • 
ainsi , pourle cas de la figure, il serait vrai de dire que la pyramide 
est déterminée par Tabsence des rayons dans l'espace occupé par les 
côtés dn quadrilatère. 

Nous sommes d'ailleurs obligés de faire abstraction des circon- 
stances pbysiques de la vue ) mais ceux de nos lecteurs qui en sont 
înstruiis sentiront aisément que l'applioatioQ de la métbode n'en est 
paf moins rigoureuse. 
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par nu plan ou par ana snrFace quelconque , la ocmtoux Fig* 'fi* 
qai résulterait de cette intersection aurait pour l'œil la 
même forme que le quadrilatère ÂBCD. 

Il n est donc pas nécessaire de piesenter à noa yeux 
l'objet lui-même , pour que nous éprouvions la sensa- 
tion qu'il ferait naître en nous par l'organe de la yue ; 
il sulEt de déterminer un assemblage de rayons disposés . 
respectivement comme le seraient ceux qui iraient des 
differens points de l'objet à notre œil (*). 

De là vient la possibilité de représenter les corps sur 
untâbleau ; car si on conçoit que la pyramide formée 
par l'ensemble des rayons menés de differens points du 
corps à: notre œil, soit coupée par un plan ^ il. eu résul*- 
tera une image, propre à &ire naître la sensation du 
contour du corps et de la déposition respective de ses 
différentes parties. 

n suit de ce qui précède , que la détermination de 
cette image dépend uniquement de la recherche des 
intersections des lignes menées de l'œil aux divers points 
remarquables de l'objet » avec le plan ou la surface sur 
laquelle il doit être représeiité. 

Les positions riespectives de l'œil , du tableau et de 
l'objet , doivent être déterminées ^ pour que l'image le 
soit. La connaissance de la forme réelle et des dimen* 
el^ dit corps qu'eu veut re{>résenf er , domiera les pro* 
tetions>des points resiarquables qui déterminent son 
cmtour et la situation des parties qui le composent. Le 
problème sera donc réduit à trouver , sur le tableau ^ 
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{*) H est évident qu^On formerait encore une perspective de l'ob- 
jet, en supposant que les rayons risuels fussent prolongea au-delà 
poar aller rencontrer le tableau place derrière; Timage serait alors 
plus grande que Tobjet. On pourrait aussi placer )o tableau derrière 
i^œil, la pyramide étant proIong(^e au-delà de son sommet ^Timage 
*tmt vcaversée.- 
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l'image de chacun de ces points , c*est-à-^ire la rencoa^ 
tre d une ligne droite donnée , avec un plan ou une sur* 
face aussi donnée. 

Je vais parcourir les difiPérens cas de cette question, 
sans néanmoins entrer dans les détails qui sortent des 
bornes que je me suis prescrites. 

PROBLÈME. 

lia. Trouver sur un tableau plan , situé d*une ma* 
nière quelconque , t apparence ou la perspective dun 
point donné dans Vespace, 

On prendra les projections verticales des points pro^ 
posés, sur un plan perpendiculaire à la commune sec- 
tion du tableau avec le plan Jiorizontal. 
Fig. 77. Soient donc TAT* le tableau , O' et O" les projeo 
tions de Fceil O , F et P' celles du point F à mettre en 
perspective ; CP* et 0*'P" seront les projections du 
rayon visuel OP. 

La rencontre p de cette ligne et du tableau , détermi- 
nera l'apparence cherchée; mais comme ce point doit 
être construit sur le tableau , les projections p' et p" ne 
suffisent pas ; il faut appliquer ici le procédé du n® 5i , 
à Taide duquel on trouvera les distances Ap et Ap' de 
ce même point à deux lignes AT'' et AT' perpendicu- 
laires entre elles dans le tableau. La seconde > qiq^st 
l'intersection du tableau avec le plan horizontal ti|& 
lequel les objets reposent, est nommée en perspective > 
ligne de terre. 

Il suifit alors d'abaisser p'p perpendiculaire sut AT, 
pour avoir la distance du point p à la droite AT". Cela 
est évident en concevant le plan vertical p'pp, parallèle 
à T^'AB ; il est d'ailleurs aisé de voir que Ap" est la di- 
stance du point cherché à la ligne de terre AT^ 

1 13. Quand le tableau est perpendicnlw e sur le plan 
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horizontal» comme le marque T^At*, alors les projec- Fie* 77* 
tions O'P' et O'P'' déterminent elles-mêmes , par leur 
rencontre avec les lignes T'A et t'A» les distances Aq^ 
et Aq', de la perspective q i chacune de ces droites. 

]]4* Nous ayons pris pour exemple une pyramide Fig* 79* 
dont les quatre angles trièdres ont leurs sommets pro- 
jetés à l'extrémité des rayons menés des points <y et O*. 
La construction de la perspective de Tun de ces spm- 
mets est désignée par les mêmes lettres que dans la 
fignre 77. 

1 15. Dans le cas où le tableau est droit , on simpIiBe Fig» 78. 
bencoup la construction » en prenant le plan même du 
tableau pour plan coordonné vertical. L'œil étant sup- 
posé derrière le tableau , a sa projection horizontale en 

(X; celle du point proposé est en V, et p est la perspec- 
tive de ce point* 

116. Remarque. Si l'objet à représenter est terminé 
par des lignes droites et par des plans , on éonstriîira 
son image en cherchant les perspectives des sommets 
des angles polyèdres qui le terminent ; et il ne sera be^ 
soin pour cela que de répéter le procédé qui vient d*êtra 
indiqué* Deux points détermineront une ligne droite» et 
les faces de Tobjet proposé seront formées d'un cerlaia 
nombre de lignes. 

Qnand l'objet est terminé par des surfaces courbes , 
il ne présente alors aucun point particulier à saisir pour 
détemlfner sa forme ; il faut préalablement trouver son 
contour apparent. 

Le contour apparent n^est autre chose que la courbe 
qoi sépare, sur un corps , la partie qu*on voit de celle 
qu'on ne voit pas; et il est évidemment formé par ren-> 
semble des points dans lesquels le rayon visuel ne fait 
que toucher la surface du corps. Si on conçoit une sur^ 
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face cotiîqaç ayant soa sommet placé dans l'œil , et qui 
enveloppe le corps proposé , en le touchant , la courb» 
des contacts sera précisément celle du contour apparent. 
Si Ton coupe ce cône par des pland menés par l'œil , 
suivant une loi établie à volonté, chacun d'eux formera 
dans le corps proposé, une section qui sera touchée par 
deux des droites génératrices du cône. De là résulte une 
méthode générale pour construire le contour apparent 
d*ùne surface courbe. 

' ' On imaginera cette surface coupée par une suite de 
Fig. 57. plans verticaux , tels que OO'PTP , passant tous par 
' l'œil ; on construira , sur le plan vertical , la prcjec- 
iïànVX!^ de chacune des sections, et on mènera du 
point O'', une tangente 0"?^ à cette courbe. Ayàrit les 
ptojections du rayon visuel , on trouvera , comme d^ns 
le problème précédent , la perspective du point P situé 
sur la limite visible de Tobjet proposé , ou sur son 
contour appairent. 

On^vok que cette méthode tient de près à celle <)u'on 
a donnée "pour trouver les intersections des surfaces 
courbes ; il est donc aisé de prévoir qu'elle peut, comme 
cette dernière , se réduire à des procédés plus simples 
pour le cas de certaines surfaces, en rapproebant le 
système des plans coupans dp celui de la génération de 
ces surfaces : mais n'ayant pas le dessein d'écrire un 
Traité complet de Perspective, je ne dois pas entrer 
daofi ces détails. 

- ** 
i 17. Remarque. Ily a encore un genre de perspec- 
tive d'un, grand usage. On suppose alors que l'œil est 
placé 4 une distance infinie de l'objet : par là les rayons 
visuels peuvent être regardée comme parallèles entre 
eux; et ayant désigné par une droite quelconque la di- 
rection suivant laquelle les corps doivent être vus , il ne 
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fi*aglt plus , pour mettre des points en penpeotire » que 
de mener par ces points, des lignes parallèles à la ligne 
donnée, et de trouver leur rencontre avec le tableau. 

On voit encore que dans cette hjrpothèse ^ le contour 
apparent d'un corps est déterminé par des tangentes à sa 
sorface» qui sont parallèles entra elles, et dont Ten- 
semhh forme un- cylindre. 

Pour déterminer ces tangentes , on choisit les plans 
coqpaos verticaux et parallèles à la ligné donnée; et les 
tangentes aux projections verticales des sections doivent 
être menées parallèlement à la projection de la ligné 
donnée qui marqué la direction du rayon visuel. 

Cette perspective est une espèce de projection qu'on 
pourrait employer pour résoudre les questions du genre 
de celles que j'ai traitées dans la première et la seconde 
partie de cet Ouvrage ; car rien n'oblige à projeter par 
des perpendiculaires , et dans un grand nombre de cas 
les solutions deviennent plus simples, lorsqu'on projette 
par des lignes obliques. 

Je vais encore donner quelques propositions qui ser- 
rent de fondement à une méthode de perspective fort 
répandue, et qui s'applique avec beaucoup de fadltté 
aax corps tei^inés par des plans et des lignes droites. 

THÉORÈME. 

118. Si on mène par tœil, une parallèle à une droite Fig. 80. 
située d^une fnanière quelconque par rapport au tableau ^ 
^B point où cette parallèle rencontre le tableau^ appar-^. 
tient à la perspective de la droite proposée. ^ 

En effet , toutes les lignes menées de l'œil aux diffé- 
rena points de la droite proposée iFornient un plan , qui , 
par sa rencontré avec le tableau , détermine la perspec- 
tive de cette droite; mais la ligné 0(y étant parallèle 

Complém. de la Géom» 5* édit. 8 
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Fig. 80. i la proposée > et passant par Tœil , que je suppose en 
O , est comprise nécessairement dans ce pian : donc le 
point O' où elle rencontre le tableau TA , appartient 
à la perspective dont il s*agit. 

1 19. Remarque.\JX:est évident d'ailleurs que le point 
P', où la droite proposée rencontre elle-même le ta- 
bleau , fait aussi partie de sa pers|»ectiye ; donc pour 
tracer cette perspective > il suffit de connaître les points 
où la proposée et une ligne qui lui serait menée parallè- 
lement par l'œil , rencontrent le tableau. 

1 âo. Corollaire I. Il suit du théorème précédent^ que 
les perspectives de tant de lignes parallèles entre elles 
^u'on voudra , se couperont toutes dans un seul point 
du tableau. Ce point e»t nommé dans les Traités de 
Perspective , point accidentel. 

En effet , on ne peut mener par Toell qu'une seule 
ligne qui leur soit parallèle à toutes , et leurs perspec- 
tives passeront nécessairement par le point où elle ren- 
contre le tableau. 

lai. Corollaire IL Si l^s lignes proposées étaient en 
même temps parallèles au tableau ^ la droite OO^ menée 
par l'œil > ne rencontrerait plus le tableau , et par consé- 
quent les perspectives seraient parallèles entre elles. 

On s'assurera y à prû>ri£, de la vérité de cette pro- 
position y par le raisonnement suivant* Les deux droites 
proposées étant parallèles entre elles , les plans formés { 
par l'assemblage des rayons menés de l'œil aux dîfFérens 
points de ces lignes , et qui contiexment leurs perspeo 
tives , ont nécessairement leur intersection parallèle à 
ce» mêmes lignes , et par conséquent au tableau. Les 
perspectives ne pouvant se rencontrer que dans les 
points communs à cette intersection et au tableau > 
seront donc parallèles entre elles. 
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lâQ. Corollaire III. De U dérWe une méthode trèt 
simple de mettre ea perspective dea Kgnes et des points» 

On abaisse ùdo perpendicnlaire OO' de i*œil sor le P^e* ^^ 
tableau ;«le point C où elle le rencontre s'appelle poml 
de vue. Il suit de cet|iii précède , qoe toutes les pers-t 
pectîves des lignes perpendiculaires a» tableau doivent 
concourir à ce point. 

On projettera donc le point proposa P sur le tabijeau^ 
v^ noas supposerons vertical ; le point V où tombe 
cette projection sera celui où la perpendiculaire menée 
da point proposé sur le tableau ^ le rencontre ; et la ^ 
pez»pectivd detette droite sera P'^O''. 

Qn tirer§. ensuite V^M faisant avec AB , un angle égal 
à la moitié d'un droit ; ce sera la protection d'une ligne 
horizontale menée du point F , au tableau ^ sous cet 
aogle, et sa rencontre avec ce plan aura lieu au point M', 
placé à une hauteur MW égale à P'P. Mais si on prend 
MT O'D", parallèle à AB, une grandeur CTD" égale 4 
la distance OO' de Toeil au tableau , il est aisé de voir 
^e la ligne OD" sera parallèle à toutes celles ^u on 
mènerait horizontalement sous un angle de o? , 5 , au 
tableau, dans le. sens de IH^' \ par conséquent les | 

perspectives de ces lignes doivmit toutes se- rencontrer j 

an point D'', qu'on nomme point de distance. Ayant tiré 
M'D", cette droite doit contenir la perspective du 
point P; mais cette perspective doit se trouver aussi sur 
0"F : elle est donc en R". 

ia3. Remarquai On peut encore pratiquer la persr 
pectiveau moyen- dé Véckelle fuycmte y qui dispense de 
tracer le plan géotoétrctl et l'élévatioQ . des objets, et 
dont voici le principe de construction^ 

On laipporteles objets à trois plans perpendiculaires 
Wtre eux; le preniier horizontal , et passant par la ligne 
^ terre AB *, le seoond vertical , perpendiculaire an ^*ê- ^v 
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Fig. 3a. tableaa, et passant par le bord 6T ;• letroifiiènie est le i 
tableau lui-même AT, que je suppose ici droit: un point 
sera dono donné , si Ton connaît ses distances respec- 
tives à ces trois plans (s4). La distance au tableau se 
comptera sur BC ,, la dbtance au plan vertical passant it 
par BC et par BT , se comptera sur A3 , et enfin la s, 
distance au plan horizontal , ou la hauteur du point, sa iï 
comptera sur BT. Cela posé , les deux lignes AB et BT ^ 
étant dans le tableau > il sufitt d'y transporter les divi- i 
siens de la troisième BC , ce qui se fait en tirant au point }j 
de vue la ligne BO* qui sera la perspective de BC , et i 
en menant au point de distance D'', les droites aD", 
iD*', aD*', etc. qui couperont BQ", aux points c, i ^ 
' fl, 3, etc. correspondans aux parties Bb , bi ^ la., etc. 
de la ligne BC, 

La ligne BC, ainsi divisée, est V échelle Juyante qui 
«arque renfoncement apparent des objets dans le tar 
bleau ; et si Ton tire par les points de division de cette ^ 
échelle, des droites parallèles à ABi elles pourront être | 
considérées comme les lignes de terre de diyers plans | 
menés parallèlement au tableau, à des profondeurs 
miarquéespar les divisions correspondantes de rédbelle: 
elles contiendront les perspectives des projections hori- 
zontales , ou des pieds des objets situés dans qes plans. 

Si Ton prend ensuite sur la droite AB , que Ton 
nomme échelle de front, une partie Be égale à la di- 
stance où le point proposé est du plan vertical paésaut 
par BC et par BT^ et qu'on, tire au point de vue la 
droite eO^, la rencontre de celle-ci avec gd, parallèle 
à AB , donnera là perspective de la projection hori- 
zontale , ou du pied de l'objet proposée 

Enfin , si Ton prend sur BT , échelle des hauÊkurs^ la 
partie ef ^ale à la hauteur du point proposé , et qu*OA 
tire fO"> cette dernière droite rencontrera gh , pey« 
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peodlcolake à ga ^ au point b , qui sera la perspective Fig* 83. 
eudée/ 

j^ fois que ce procé4é donne , en opérant immédia" 

Antsar le tableau , la perspective de tout les objets 

mw veut y représenter, dès qu*on a construit l'échelle 

(k pei^ aussi I lorsque les dimensions du tableau 

Dot a»ez grandes pour rendre le tracé d'une exécu- 

tioadifficile^ calculer les divisions de l'échelle fuyante « 

leocomidérant les triangles semblables (y'cD" et acB ; 

{d'oà il résulte 

aB : Bc : ; o'iy : o'c , 

aB + CD* : Bo + O'c :: aB : Bc , 
aB + O^D" : BQ" :: aB: Bc. 

t 

Les divisions de cette échelle donnent les distances 
<le« droites qui représentent les communes sections des 
plans pe^pectifs parallèles à celui du tableau. Les hau- 
tearebg se calculent aussi par une simple proportion ^ 
puisque l'on a ef : hg :: eO* t gO" , et que d*ailleurs les 
droites eO' et gP* sont évidemment enire elles comme 
I les distances BO* et O'fl. 

Nous remarquerons que I*usage du compas de pro« 
portion facilite beaucoup les opérations de la per«peo*< 
tive, et qu'il est surtout très commode pour déterminei* 
les hauteurs apparentes. ' 

U proportion aB : Bc :: 0T5* : (Vc , ferait" con- 
naître la distance O'D" de l'œil au tableau , si l'on se 
donnait la droite BO' , Tespace aB et sa perspec^ye Bç. 

194. Remarifue générale. On vient de lire dans ce qui 
précède , les moyens généraux qu'on peut employer 
pour mettre en perspective les contours apparens et les 
points remarqiiabies des objets ; mais ces procédé^ qui 



t 
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composent la perspectwelinéaire , ne suffisent pas pour 
donner une représentation complète des corps. 

hes parties éclairées ou ies coups de lumière /tes 
Qihbres et les dégradations de teinte , concourent a 
rendre seosibles les saillies , les enfoncement et les loin- 
tains. Toutes ces circonstances peuvent se délêrminei 
rigoureusement par des méthodes analogues 4 celles 
que nous avons données. Il ne faut pour cela que dé- 
composer l'énoncé de;la question ^ de manière à pouvoir 
reconnaître les conditions mathématiques auxquelles on 
doit satisfaire. 

Pour les ombres , par exemple , si le corps lumineux 
est réduit à un points on voit qu'elles sont déterminées 
par l'espace comprb daqs une surface conique tan- 
gente au corps opaque , et ayant pour sommet le point 
lumineux. 

Far conséquent > déterminer Fombce portée.sur quel- 
que surface que ce soit, c'est chercher l'espace que 
ce cône retranche de la surface dont il s agit' ^ espace 
circonscrit par la courbe qui est l'intersection du cône 
dont on vient de parler et de la surface proposée. 

Nous ne pouvons considérer ici ces objets qui de- 
mandent des connaissances ëti^angères à la Qéométrie; 
nous les avons indiqués. seulement pour faire voir de 
qui^lle utilité peut être dans les arts, l'habitude des 
considérations de la Géométrie de l'espace (*). J 



IWI^.I* I 



(*.) C'est sur des iiotions de Pbysîqae, e(;snr des expe'riences très 
ctlOicates, encore peu répandues , que reposent les tbcôi'ic^'iDdiquécs 
cî-dessus, et qui comprennent ce qae les. Artistes appellent '/a pen* 
pectiue aérienne, le clair-obscur. On peut consulter à cet égard 
Toùvrage de Lambert, ayaàt pour titM-îJ^ftotomt?^» ,- etc. , deax 
Mémoire» -du même .auteur dans les voiupies de l'Académie de Ber^ 
) in pour 1768 et 1774» et la 4? .pdiïion de la Géométrie 4€scriptii'e 
de Mungc, dans laquelle M. Brisson , ingénieur] en chef des ponts d ^ 
cliOTSiécs, l'un des plus anciens éî&ves de de FEcoîe Pblyteehni^c^ 



i 
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La Gnonioniqûe^ sur laquelle on a écrit des Traités 
assez volumineux, ne saurait embarrasser, dana aucun 
cas^ celui qui poisède bien cette Géométrie. Dès qu'il 
a conçu ce que c*est qu'un cadran solaire en général > il 
peut en tracer un da telle nature qu'il voudra , et sur 
telle surface que et soit » pourvu qu'il connaisse la gé- 
nération de cette surface ; car alors il n'aura besoin 
que de chercher des intersections de plans et de sur« 
faces donnés. 

Montucla , dans son Histoire des Mathématiques , a 
donné une définition de la Gnomoniquei à laquelle les 
procédés que j'ai exposés précédemment s'appliquent i 

tout de suite. ' 

« Qu'on ait (dit-il) douze .plans se coupant tous à 
n angles égaux dans une même ligne , et que ces plans » i 

V indéfiniment prolongés , en rencontrent un autre dans J 

» une situation quelconque , il s'agit de déterminer les 
» lignes dans lesquelles ils le coupent, n \ 

Les méthodes qu'il donne pour résoudre ce pro- 
blème f sont à la fois très simples et très générales , et « 
l'une d'elles rentre dans lés opérations auxquelles se- ' 
raient conduits ceux de nos lecteurs qui voudraient 
employer les moyens que nous avons exposés dans la 
première Partie» 

a lëdigë av6c beaucoup de soin les notions que cet illustre professeur 
avait données sur ce sujet à la première Ecole Normale et k TËcole 

Polytechnique. 

Ce conp-d^oeil jetë par des saTans, sur Part du peintre, est re- 
marquable surtout parce qu^il donne un sens précis à des expressions.. 
m<ta(ihorique8 que les Artistes emploient pour désigner des résultais 
d'observations très fînes , mais que les Amateurs répètent sans les 
comprendre, et qui font d'autant mieux fortune, qu^ëlles paraissent 
pliM étranges. 



FIN. 
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